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Resumo

As equacoes de Navier-Stokes modelam um grande nimero de problemas praticos,
principalmente em projetos e sistemas de engenharia. Somente em casos muito simples
é possivel obter solucoes analiticas para estas equacgoes. Para a maioria dos problemas
reais envolvendo o escoamento de fluidos, essas equacoes devem ser resolvidas através da
dindmica dos fluidos computacional. Portanto, é importante que o tratamento numérico
utilizado seja confiavel e que gere solucoes numeéricas satisfatorias.

A implementacao de codigos computacionais para solucao das equacoes de Navier-
Stokes para escoamento compressivel ainda apresenta grandes desafios no que se refere a
discretizacao e implementacao dessas equagoes em coordenadas generalizadas para esco-
amento em geometrias complexas.

Portanto, o objetivo deste trabalho foi implementar um coédigo computacional capaz
de resolver as equacoes de Navier-Stokes em coordenadas generalizadas para escoamento
compressivel transiente e permanente em regime subsonico e supersonico em geometrias
complexas bidimensionais. A solu¢ao numeérica foi através do método de diferencas finitas
explicito de MacCormack e com a utilizagao de malha estruturada multibloco.

Através dessa metodologia foi possivel obter solugoes numéricas satisfatorias, onde
inicialmente o codigo computacional foi validado através do escoamento laminar em um
canal, do escoamento laminar sobre um degrau descendente (backward facing step) e do
escoamento sobre uma rampa curva. Apos esse processo de validagao, foi implementado
um co6digo computacional capaz de obter solugoes para o escoamento compressivel em
uma geometria complexa bidimensional utilizando a técnica de multibloco.



Abstract

The Navier-Stokes equations model a big number of practical problems, mainly in
projects and engineering systems. Only in very simple cases it is possible to get analytical
solutions for these equations. For most real problems involving fluid flow, these equations
should be resolved through computational fluid dynamics. Therefore, it is important
that the numeric treatment utilized is reliable and that generates satisfactory numerical
solutions.

The implementation of computational codes for the solution of Navier-Stokes equa-
tions for compressible flow still contains challenges regarding to the discretization and
implementation of these equations in generalized coordinates to flow in complex geome-
tries.

Therefore, the goal of this work was to implement a computational code able to solve
the Navier-Stokes equations in generalized coordinates for transient and permanent com-
pressible flow in subsonic and supersonic regime in two-dimensional complex geometries.
The numeric solution was through explicit finite difference method of MacCormack and
with a use of multiblock structured mesh.

Through this methodology was possible to obtain satisfactory numerical solutions,
where initially the computational code was validated through the laminar flow in a chan-
nel, and the flow over a backward facing step and flow over a curved ramp. After this
process of validation, we implemented a computational code able to get solutions for
compressible flow in two-dimensional complex geometry making usage of multi-block te-
chnique.
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M, N M-ésima e N-ésima iteragao;
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Capitulo 1

Introducao

O escoamento de fluidos tem uma grande aplicacao pratica, estando presente em
diversas areas, principalmente na engenharia. Possui aplicacoes na indtstria aerondutica
e aeroespacial, nos diversos processos de producao de energia, na dispersao de poluentes,
na industria de petroleo e em outras, etc [1]. O escoamento de fluidos é modelado pelas
equagoes da dinamica dos fluidos, que é um sistema de equacoes que inclui a equacao
da continuidade (Principio de Conserva¢ao de Massa), as equacOes de quantidade de
movimento (Segunda Lei de Newton) e a equacao da energia (Principio de Conservagao
de Energia), onde é possivel, a partir deste sistema, determinar a velocidade, a densidade,
a pressao e a energia interna em qualquer ponto do dominio do escoamento. Entretanto,
para a solucao deste sistema de equagoes é necessario que o nimero de incégnitas seja no
maximo igual ao de equagoes. Entao, é necessaria a utilizacao de uma relacao de estado

das propriedades termodinamicas para completar esse sistema de equagoes.

As chamadas equagoes de Navier-Stokes sao formadas pelo sistema de equagoes de
quantidade de movimento. Entretanto, ¢ comum incluir nesse sistema a equacao da

continuidade, a equacao de energia e uma equacao de estado [2].

A maioria dos projetos de engenharia que envolvem o escoamento de fluidos podem
ser analisados de duas maneiras, através da experimentacao e de calculo numérico. A
primeira alternativa geralmente envolve a construcao de prototipos, enquanto a segunda

¢ através da solucdo analitica ou computacional das equagdes diferenciais |3].

Neste trabalho, a abordagem serd através do calculo numérico, utilizando a Dinamica
dos Fluidos Computacional (CFD - Computational Fluid Dynamics), que é a area de
estudos dedicada a solugao computacional das equagoes da dinamica dos fluidos por meio

de métodos numeéricos.
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1.1 Justificativas

As equacgoes de Navier-Stokes sao equacoes diferenciais parciais nao lineares e as
solucoes analiticas s6 sao obtidas para casos mais simples, geralmente com escoamento
de fluidos de baixa velocidade, fluxo laminar e estado estacionério. Para a maioria dos

problemas praticos, a obtengao das solugoes sao dificeis ou ainda impossiveis [3].

Portanto, para casos mais complexos, onde ainda nao é possivel obter as solugoes
das equagoes analiticamente ou o estudo experimental ¢ impossivel ou de custo muito
elevado, o uso da dinamica dos fluidos computacional para obtencao das solucoes é uma,

6tima alternativa, pois pode gerar 6timos resultados para muitos problemas praticos.

Existem véarios métodos numéricos bastante eficientes em dinamica dos fluidos com-
putacional e, dentre eles, os mais utilizados sdo o método das diferencas finitas (MDF), o
método dos elementos finitos (MEF) e o método dos volumes finitos (MVF). Entretanto,
apesar da eficiéncia destes métodos numéricos, os resultados obtidos podem apresentar
problemas devido a vérios fatores, tais como erro na modelagem matemética, geragao
inadequada da malha e aplicacao incorreta das condicoes de contorno e dos parametros

do escoamento.

Para simulagao numérica de problemas de escoamento de fluidos é muito comum
a utilizacao do método das diferencas finitas. Entretanto, a utilizacao deste método
para a solucao das equacoes de Navier-Stokes ainda apresenta diversos desafios, como na
discretizacao e implementacao das equagoes em coordenadas generalizadas e na geracao
e adaptacao de malhas para geometrias mais complexas através da utilizacao da técnica
de multibloco [4] [5].

A aplicacao do método das diferencas finitas para solucao de problemas de escoamento
de fluidos em geometrias complexas utilizando coordenadas ortogonais apresenta diversas
dificuldades, especialmente devido a aplica¢do das condi¢oes de contorno [1]. Com o
uso das coordenadas generalizadas é possivel aplicar o método das diferencas finitas a

escoamento de fluidos em geometrias complexas de maneira muito mais simples.

A geracao da malha é uma etapa de grande importancia na solu¢ao de problemas
em dinamica dos fluidos computacional, pois uma malha de baixa qualidade pode levar a
uma solugao fisicamente incorreta [1|. Para a obtencao de resultados satisfatorios através
da simulacao numérica é necessario que a malha seja de alta qualidade, sendo o mais

ortogonal possivel e com um refinamento apropriado em todo o dominio.
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As malhas podem ser estruturadas e nao-estruturadas. As malhas estruturadas tem
a vantagem de possuirem uma regra de ordenacao em seus elementos, o que simplifica
a implementacao do coédigo computacional, diferentemente do que ocorre com as ma-
lhas nao-estruturadas, que apesar de serem mais versateis, nao possuem uma regra de

ordenacao, havendo a necessidade da matriz de conectividade [1].

A geracao de malhas estruturadas pode ser realizada por métodos manuais ou au-
toméaticos. O método manual é mais simples, entretanto pode ser muito trabalhoso e
inviavel para muitos casos, principalmente em malhas tridimensionais. Entao, os méto-
dos automaticos de geracao de malhas sao requeridos em muitos casos, sendo classificados
em algébricos e diferenciais. A geracao de malhas através dos métodos diferenciais sao
mais gerais, sendo o que utiliza as equagoes diferenciais elipticas um dos mais utilizados
em problemas bidimensionais, pois este possibilita o ajuste de linhas nos locais de maior

interesse [1] [4].

Apesar das vantagens na geracao de malhas estruturadas através das equacoes dife-
renciais elipticas, em muitos casos somente o uso desta técnica nao é suficiente para obter
um refinamento apropriado da malha em todo o dominio, principalmente em geometrias
mais complexas. Entao, para melhorar a qualidade da malha, pode ser utilizada a téc-
nica de multiblocos, que consiste em dividir o0 dominio em subdominios e, dentro de cada
subdominio, gerar uma malha estruturada através das equacoes diferenciais elipticas. As-
sim, através da utilizagao desta técnica de multibloco é possivel obter uma malha de alta

qualidade para diversas geometrias complexas [4] |5].

Mesmo com as facilidades e o baixo custo das simulac¢oes numeéricas quando compa-
rado com os métodos experimentais, tais como os ensaios em tiuneis de vento, os resul-
tados experimentais ainda sao muito utilizados principalmente para validacao de codigos
computacionais, onde as analises experimentais e a dinamica dos fluidos computacional se
complementam [3]. Assim, sempre que possivel os resultados obtidos computacionalmente

devem ser comparados com os resultados experimentais.

Porém, quando nao é possivel realizar uma comparagao entre os resultados compu-
tacionais e experimentais, o c6digo computacional deve ser submetido a um processo de
validacao através da utilizagao de casos testes que possuem similaridades com o problema
a ser resolvido. Além das similaridades, os casos testes também precisam possuir solucgoes

analiticas ou uma boa quantidade de resultados experimentais e numéricos.
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1.2 Objetivo Geral

O objetivo geral deste trabalho é desenvolver um cédigo computacional capaz de resol-
ver as equacoes de Navier-Stokes para escoamento compressivel transiente e permanente

em regime subsonico e supersonico em geometrias complexas bidimensionais.

1.3 Objetivos Especificos

Existem diversos métodos capazes de resolver as equacoes de Navier-Stokes para esco-
amento compressivel em geometrias complexas bidimensionais. Para a escolha do método
numeérico, pode-se optar pelo método das diferencas finitas, pelo método dos elementos
finitos e pelo método dos volumes finitos. Ja para a escolha do tipo de malha, pode-se
optar pelo tipo estruturada ou nao-estruturada, podendo ainda a malha ser gerada por
métodos manuais ou automaticos. Além disso, pode-se optar por utilizar coordenadas

ortogonais ou generalizadas.

Como pode ser observado, existem diversas opgoes para a implementagao computacio-
nal das equacoes. Dentre estas diversas opcoes, serao utilizadas as melhores em termos de
facilidade e eficiéncia, sendo entao divididas em objetivos especificos do presente trabalho,

como segue abaixo:

1. Equacionamento bidimensional das equacoes de Navier-Stokes em coordenadas

generalizadas;
2. Discretizacao pelo método das diferencas finitas;
3. Geracgao de malhas estruturadas multibloco;

4. Implementacao do coédigo computacional em coordenadas generalizadas para ma-

lhas estruturadas multibloco;
5. Validagao do cédigo computacional através de casos testes.

Para atingir estes objetivos especificos e conseqiientemente o objetivo geral, que é a
solucao numérica das equacoes de Navier-Stokes para escoamento compressivel em geo-
metrias complexas bidimensionais, serd estudado e discutido diversas op¢oes numéricas

para a implementacao computacional das equacoes da dinamica dos fluidos.
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1.4 Metodologia

Para solucao numérica das equacoes de Navier-Stokes para escoamento compressivel
seré utilizado o Método Original de MacCormack de segunda ordem no espaco e no tempo
[6]. E um método explicito de dois estdgios que utiliza o método das diferencas finitas,
sendo de implementacao mais simples e com critérios de estabilidades mais restritivos

quando comparado com os métodos implicitos |2].

Por aplicar o método das diferencas finitas para solucao das equacoes, para facilitar a
implementagao do cdédigo computacional, a discretizagao seré coincidente com a fronteira
e a solucao das equagoes diferenciais elipticas de geragao de malha e das equagoes da
dindmica dos fluidos serao resolvidas no dominio computacional, isto é, no sistema de
coordenadas generalizadas [1]| [4]. Para obtencao de uma malha de boa qualidade, sera
utilizada a técnica de multiblocos, permitindo um refinamento de qualidade em todo o

dominio da malha.

A validacao do codigo computacional sera realizada através do escoamento laminar em
um canal [5], do escoamento sobre um degrau descendente [7] [8] [9] [10] e do escoamento
sobre uma rampa curva [11] [12] [13], que s@o casos testes utilizados na literatura para
validagao de co6digos computacionais. O primeiro e o segundo caso teste sao escoamentos

subsoOnicos, enquanto o terceiro é supersonico.

Apos a validagao do codigo computacional, este sera aplicado na solu¢ao de um pro-
blema de escoamento de fluido em uma geometria irregular, onde serd possivel entender
a necessidade de geracao da malha através da solucao das equacoes diferenciais elipticas

e da utilizagao da técnica de multiblocos para obtencao de uma solugao de qualidade.

1.5 Organizacao do trabalho

Este trabalho esta dividido em cinco capitulos, onde neste primeiro capitulo é realizada
uma introducao da Dinamica dos Fluidos Computacional, assim como a importancia da
solucao numérica das equacoes da dinamica dos fluidos. Além disso, sao introduzidas as

diversas técnicas em CFD para obtencao de solucoes de qualidade.

No Capitulo 2 tem-se a formulacao diferencial das equacoes de Navier-Stokes em co-
ordenadas cartesianas, onde estas equacoes sao analisadas fisicamente e matematicamente
a partir das leis de conservacao da mecanica. Apoés essa analise inicial, as equacoes sao

formuladas na forma conservativa. No final do capitulo é introduzido um problema de
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escoamento de fluidos em uma geometria complexa a ser resolvido.

O Capitulo 3 é destinado ao desenvolvimento detalhado da metodologia para a solucao
numérica das equacoes de Navier-Stokes. Neste capitulo desenvolve-se a transformacao
de coordenadas cartesianas em generalizadas. Apoés a transformagao, sao formuladas
as equacoes de Navier-Stokes e as equacoes diferenciais elipticas de geracao de malhas
em coordenadas generalizadas. Também é explicado com mais detalhes a técnica de
multibloco. Finalmente, é apresentado o método explicito de MacCormack com suas

vantagens e desvantagens assim como as condigoes de contorno adotadas.

No Capitulo 4 tem-se inicialmente a validacao do cédigo computacional através do
escoamento laminar em um canal, do escoamento sobre um degrau descendente e do
escoamento sobre uma rampa curva, onde em cada caso teste é realizado uma revisao
bibliografica, uma anéalise do problema e depois comparagoes dos resultados deste trabalho
com os obtidos na literatura. Apoés esse processo de validagao, é apresentado e analisado
o resultado para o escoamento de fluido em uma geometria complexa dado no capitulo
2. Em todos estes casos é apresentado como foi realizada a troca de informacoes entre os

blocos.

As conclusoes e propostas de trabalhos futuros sao apresentadas no Capitulo 5.



Capitulo 2

As Equacoes de Navier-Stokes para Esco-
amento Compressivel

As equacoes da dinamica dos fluidos modelam um grande nimero de problemas de
escoamento de fluidos de enorme interesse académico e econdmico. Conforme algumas
caracteristicas, o escoamento pode ser classificado como interno ou externo, viscoso ou

nao viscoso, compressivel ou incompressivel e turbulento ou laminar [2] [3] [14].

Estas equacoes estabelecem relacoes entre as taxas de variacao das variaveis de inte-
resse, como velocidade, densidade, pressao, temperatura e energia. Uma anélise diferencial
destas equacoes diferenciais envolve a aplicacao das mesmas em todos os pontos no campo
de escoamento sobre uma regiao chamada de dominio de escoamento. Quando resolvi-
das, estas equacoes fornecem detalhes sobre suas variaveis em cada ponto do dominio do

escoamento [2] [3] [14].

2.1 Leis de Conservacao

As equacoes diferenciais da dinamica dos fluidos sao equacoes diferenciais parciais nao-
lineares e sao obtidas através dos principios basicos da conservagao de massa, conservacao

de quantidade de movimento e conservacao de energia.

2.1.1 Principio da Conservagao da Massa

O Principio da Conservacao de Massa pode ser expresso como a variacao da quantidade
de massa dentro do volume de controle deve ser igual a massa que atravessa o volume de

controle durante At [3].
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Este principio quando aplicado a um fluido passando através de um volume de controle

infinitesimal fixo resulta na Equagdo da Continuidade |2,

dp fn
o TV (V) =0 (2.1)

onde p é a densidade do fluido e V ¢ o vetor velocidade.
O primeiro termo desta equacao representa a taxa de aumento de densidade em um

volume de controle e o segundo termo representa a taxa do fluxo de massa passando para

fora da superficie de controle por unidade de volume [2].

2.1.2 Principio de Conservacao da Quantidade de Movimento

O Principio de Conservacao da Quantidade de Movimento, que é a Segunda Lei de
Newton, pode ser enunciada como a taxa de variacao temporal da quantidade de movi-

mento do fluido é igual a for¢a resultante que atua sobre o fluido [3].

Este principio aplicado a um fluido passando através de um volume de controle infi-

nitesimal fixo gera a Equagao de Quantidade de Movimento [2],

0, « A
a(pV) +V-pVV =pf + V- 11 (2.2)

Para a parte esquerda da equacao, o primeiro termo representa a taxa de aumento de
quantidade de movimento (por unidade de volume) em um volume de controle, enquanto
o segundo termo representa a taxa de quantidade de movimento perdida por conveccao

por unidade de volume através de uma superficie de controle [2].

O primeiro termo da parte direita da equacao é a forca de corpo por unidade de volume,

sendo que em muitos casos praticos esta forca de corpo é igual a forca da gravidade [2],

of = pg (2.3)
onde f é a aceleracao de corpo e g ¢é a aceleragao da gravidade.

O segundo termo da parte direita da equacao representa as forgas de superficies por

unidade de volume, que sao representadas a partir do tensor tensao de Cauchy II;; [2].

Estas forcas de superficie sao aplicadas na superficie de um elemento fluido e formam

as tensoes cisalhantes e as tensoes normais, que em conjunto formam o tensor tensao de
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Cauchy II;;. Para fluido newtoniano, pode ser expresso separadamente por 2],
Hij = _péz] + Tij (24)

onde 7;; sao as componentes do tensor de tensao viscoso, p é a pressao e 0;; é o delta de

Kronecker.

Essas componentes viscosas do tensor tensao sao geralmente escritas da seguinte forma

para o caso tridimensional |2|:

2 <0u Ov 8w)
Tx:czg,u 20— — — — —

or 0Oy 0z
2 (o0 o ow
w = 3k Jdy Ox 0z
2 (ow oo
=73\, T ar T oy
(2.5)
(e
Tay = M Y O = Tyx
(811) 8u)
Tez = U 5 + = Tza
r 0z

onde p é o coeficiente de viscosidade dinamica, u, v e w sao as componentes do vetor
velocidade, 7., 7,, € T, sao as componentes normais do tensor tensao e 7,, = T,

Tpz = Taz € Tys = T4y 520 as componentes cisalhantes do tensor tensao.

No presente trabalho as componentes em z sao omitidas por tratar de situacoes bidi-

mensionais.

2.1.3 Principio da Conservacao de Energia

O Principio da Conservacao de Energia, conhecida como Primeira Lei da Termodina-
mica, afirma que a energia nao pode ser criada e nem destruida durante um processo, ela

s6 pode mudar de forma [3].

Aplicando este principio a um fluido passando através de um volume de controle
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infinitesimal fixo tem-se a Equagdo da Energia [2],

OF . 0 o Y
a_tthv.EtV:a_?—v-q—l—pf-VjLV-(Hij'V) (2-6)

sendo a energia total por unidade de volume E; dada por

v 2
E, = p(e + | 2| + EnergiaPotencial + ) (2.7)

e o fluxo de calor q dado pela Lei de Fourier
q=—kVT (2.8)

onde e é a energia interna por unidade de massa, k é o coeficiente de condutividade térmica

e T é a temperatura. No presente trabalho q = 0, assumindo escoamento isotérmico.

O primeiro termo da parte esquerda da equagao (2.6) representa a taxa de aumento
de energia total por unidade de volume em um volume de controle, enquanto o segundo
termo representa a taxa de energia total perdida por conveccao por unidade de volume

através de uma superficie de controle [2].

Na parte direita da equacao, o primeiro termo representa a taxa de calor produzida
por unidade de volume por agentes externos, o segundo termo é a taxa de calor perdida
por conducao por unidade de volume através da superficie de controle, enquanto o terceiro
termo representa o trabalho realizado por unidade de volume em um volume de controle
pelas forcas de corpo e o quarto termo representa o trabalho realizado por unidade de

volume em um volume de controle pelas for¢as de superficie [2].

Na equacdo de energia total por unidade de volume (2.7) a energia potencial é des-

prezivel pois se trata de um escoamento laminar e z nao varia significativamente.

Como ja mencionado no capitulo anterior, as chamadas equacoes de Navier-Stokes se
referem ao sistema de equagoes de quantidade de movimento. Entretanto é comum incluir
as equagoes da continuidade, a equacao de energia e uma equacao de estado nesse sistema

de equacoes de quantidade de movimento |2].
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2.2 Forma Conservativa das Equacoes de Navier-Stokes
para Escoamento Compressivel

Para facilitar a implementacao computacional do método numérico para resolucao
das equacoes da dinamica dos fluidos, é conveniente combinar todas as equacoes em uma

forma compacta, isto é, na forma conservativa [2].

As equagoes de Navier-Stokes para escoamento compressivel bidimensional em coor-
denadas cartesianas sem forcas de corpo ou adi¢ao externa de calor podem ser escritas na

forma conservativa da seguinte forma |15]:
at(Q + a:cEzm) + ay]:-"inv = Re_l(axEvis + avais) (29)

onde

Q= (2.10)

Einy = (2.11)

Fipy = (2.12)

E,;, = (2.13)
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0
Fuis = T (214)
Tyy
UTgy + VTyy
onde as tensoes viscosas sao
( ou ov
o = 4— —2—11/3
" M( Ox 3@/)/
ou Ov
= e 2 2.15
=g+ o) (2.15)
ou ov
Tyy = u( — 2% +48—y)/3

Nas equagoes (2.10) a (2.14), a primeira linha do vetor corresponde a equacgao da
continuidade, a segunda e terceira linha correspondem as equacoes de quantidade de

movimento e a quarta linha a equacao de energia.

Este sistema de equagoes esta escrito com os termos nao viscosos separados dos temos
viscosos, onde os termos com subscrito inv denotam os termos nao viscosos (ou invici-
tos), enquanto os termos com o subscrito vis denotam os termos viscosos. Como sera
visto posteriormente, esta separacao torna mais facil a implementacao computacional do

método numeérico para obtencao das solu¢oes numeéricas.

Para fechar o sistema de equacoes da dinamica dos fluidos, é necessario estabelecer
uma relacao entre as variaveis termodinamicas com as variaveis de transporte, pois se tem

quatro equagoes com cinco incognitas (p, u, v, Ey, p).

Neste caso, assumindo que o fluido segue as leis dos gases ideais, estabelece a seguinte

equagao de estado [2]:

= (v —1)pe (2.16)
logo, .
p=(r=1)(E - 5p(u + %)) (2.17)

onde v ¢ a relacao entre calores especificos.
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Com a equagao de estado (2.16), completa-se o sistema de equagoes da dindmica dos

fluidos, tornando possivel a sua solu¢ao numérica.

Algumas relagoes também sao bastante importantes no tratamento numérico das equa-
¢oes da dinamica dos fluidos. Trata-se da velocidade do som, do nimero de Mach e do

numero de Reynolds.

A velocidade do som em um gas ideal pode ser dada por:

c= \/g (2.18)

O numero de Reynolds Re e o nimero de Mach M sao dados, respectivamente, por

Re = (2.19)
1]

m=1 (2.20)
C

onde u ¢ a velocidade na direcao do escoamento e [ é um comprimento de referéncia.

Para escoamentos nao viscoso, os termos viscosos E,;; ¢ F,;s sao excluidos das equa-
¢oes. Este sistema de equagoes (2.10) a (2.16), sem os termos viscosos, ¢ conhecido como

as Equagoes de Euler.

A adimensionalizacao das variaveis é realizada para eliminar os problemas de ordem
de escala e sao adimensionalizadas da seguinte forma [2],

e Tempo adimensional:

T
p = ;“L— (2.21)
e Densidade adimensional:
¥ p
pr=— (2.22)
Poo
e Velocidades adimensionais:
w= = (2.23)
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e Pressao adimensional:

= 2.24
P PooliZ, ( )
e Energia adimensional:
E
B = —+ (2.25)
pOOuoo
e Coeficiente de viscosidade adimensional:
* M
wo=— 2.26
. (2:26)
e Velocidade do som em um gés ideal:
Peo
Coo = 4 [ V— 2.27
b (2.27)
e Numero de Reynolds:
Pooloclico
Re = —— (2.28)
Moo
e Nimero de Mach:
M=t (2.29)
Coo

Nas expressoes acima, o subscrito oo se refere a quantidade de fluxo livre e o supe-

rescrito * se refere as variaveis adimensionalizadas.

Para simplificar o desenvolvimento das equacgoes, o superescrito * serd descartado,

pois as equagoes sao invariantes a estas transformacoes [2].

2.3 Classificacao do Escoamento Compressivel

O escoamento compressivel pode ser classificado em termos de niimero de Mach M,

conforme abaixo [3]:
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e Escoamento subsonico: sao escoamentos que ocorrem para M < 1.0;

e Escoamento supersonico: sao escoamentos que ocorrem para M > 1.0;
e Escoamento hipersonico: sao escoamentos que ocorrem para M >> 1.0.
e Eiscoamento transonico: sao escoamentos que ocorrem para M = 1.0;

Neste trabalho foram tratados problemas de escoamento subsonico e supersonico.

2.4 Escoamento sobre uma geometria irregular

Para o escoamento de um fluido sobre uma geometria irregular, considere a geometria
da Figura 2.1. Como pode ser observado, ¢ uma geometria complexa bidimensional devido
a regiao da base ABCDFEFG. Portanto, devera ser dada bastante atencao a essa regiao

durante o tratamento numérico.

—
=
——
—
—
—
— -
-
—

§ >
m
n

6 @

Figura 2.1: Escoamento subsonico sobre uma geometria irregular

O escoamento sobre essa geometria da Figura 2.1 é caracterizado como transiente,
laminar, subsonico, nao viscoso e sem forcas de corpo ou adi¢ao de calor, podendo entao
ser modelado matematicamente pelas equagoes (2.9) a (2.14) e pela equacdo de estado

(2.16), isto é, pelas equagoes de Euler.

As condicoes iniciais sao especificadas nas varidveis conservativas do vetor Q no ins-
tante t = (. Para as condicoes de contorno, observando a Figura 2.1, a base da geometria
é solida, impermeavel e sem atrito viscoso, enquanto a parte superior e a saida do escoa-

mento sao livres. A entrada de fluido na geometria é constante, onde para a velocidade



2.4 FEscoamento sobre uma geometria irregular 28

do fluido temos u = ug e v = vy = 0.

Como sera visto nos valores das condigoes iniciais e através das caracteristicas das
condicoes de contorno, esse escoamento sobre a geometria irregular se assemelha com um
escoamento externo sobre prédios e casas durante uma tempestade (velocidade do ar por

volta de 30m/s). Entretanto nao se considera os termos de turbuléncia.

Para o escoamento sobre essa geometria irregular da Figura 2.1 nao foram encontrados
trabalhos numéricos ou experimentais para comparacao de resultados. Portanto, para
garantir que os resultados gerados pelo codigo computacional sao satisfatorios, o codigo

deve ser validado por casos testes semelhantes.

Com as condicoes citadas nos paragrafos anteriores, é possivel iniciar o tratamento
numérico para obtencao do campo de escoamento ao longo desta geometria irregular.
Toda a metodologia para o tratamento numérico das equagoes da dinamica dos fluidos

serd detalhado nos proximos capitulos.



Capitulo 3

Solucao Numeérica

Os métodos numéricos sao importantes ferramentas utilizadas para obtencao de so-
lugoes aproximadas de modelos matematicos, principalmente de equacoes diferenciais
parciais que modelam diversos fenomenos fisicos envolvidos em problemas praticos de

engenharia.

Os métodos utilizados para obtencao de solucoes das equacoes diferenciais podem ser
classificados em dois tipos: explicitos e implicitos. Os métodos explicitos geralmente sao
mais simples de serem implementados computacionalmente, entretanto possuem critérios
de estabilidade mais restritivos. Ja os métodos implicitos sao mais dificeis de serem
implementados, entretanto sao mais estaveis e, portanto, possuem menos restricoes com

relagao aos critérios de estabilidade [2].

Para problemas de escoamento de fluidos, os métodos mais tradicionais para obtenc¢ao
de solugoes numeéricas sao os métodos das diferengas finitas (MDF) — que sera utilizado

neste trabalho.

Para as solu¢oes numeéricas deste trabalho, sera utilizado o Método Explicito de Mac-
Cormack de segunda ordem de precisao no tempo e no espago [6], aproximando as equagoes

de Navier-Stokes por diferencas finitas em coordenadas generalizadas.

3.1 Aproximacao por Diferencas Finitas

O método de diferencas finitas consiste em aproximar em cada ponto do dominio
as equacoes diferencias por expressoes algébricas, isto ¢, discretizar a equagao diferencial.
Para essa discretizagao das equacoes, é necessaria a construcao de uma malha, que consiste

em um conjunto discreto de pontos pertencentes ao dominio.
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Segundo 2|, a idéia da representagao de diferencas finitas para uma derivada continua

pode ser introduzida através da definicdo da derivada para a fungao f(x,y) no ponto

T =Ty €Y= Yo

of _ lim f(zo + Az, yo) — f(@o, Yo)

Or  Az—0 Az

(3.1)

Ainda de acordo com |2], a aproximagao das diferencas finitas pode ser obtida de mui-
tas formas, entretanto uma das formas mais utilizadas é através do uso de uma expansao

da Série de Taylor. Desenvolvendo-a para f(zo + Az, y) em (2o, yo), temos:

A 2
f(xo + Az, y0) = f(20,%0) ‘ :1:2 0( ;)
+8N_1f (Ax)N_l " oNf (A ) zo < € < (20 + Ax) (3.2)

OzN=1lo (N —1)! = 0xzNle N!

onde o tltimo termo pode ser identificado como o resto.

Muitas equagoes diferenciais parciais que modelam fendmenos da mecanica dos fluidos
e transferéncia de calor envolvem apenas a primeira e segunda derivada parcial e, geral-
mente, estas derivadas sao representadas usando apenas valores de dois ou trés pontos da

malha [2].

As equacoes diferenciais parciais utilizadas para a solucao numérica das equacoes
de Navier-Stokes podem ser aproximadas por diferencas finitas progressivas, atrasadas e

centradas.
As expressOes mais usuais para aproximacao da primeira derivada de f(z,y) sao:

e Diferencas Progressivas:

8f f2+1,j fz,]

Oz li ae OB o

8f fz,]—i—l fz,j

Ay lij Ay Olay) .
of | =Bfij+4 iy — firay +O[(Az)Y (3.5)

orli; 2Ax
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of =3fij +4fije1 — fijeo 2
_J — 5 P P A .
21y S O[89 (35)
e Diferencas Centradas:
of Jiv1g — Jicrg 2
- — L) SR A .
95 . on, T OlA)] (3.7)
of Jigw1 — Jij—1 2
- — L JhJT A .
G|, = e ol 33)
e Diferencas Atrasadas:
of | fij— Jicrj
i Az + O(Ax) (3.9)
of Jij — Jij—1
—| ==—-1+0(A 3.10
| = R o) (3.10)
of 3fij —4fic1j+ fia 2
- == ’ ’ A 11
9l S An + O[(Az)’] (3.11)
o Af o
8_f — 3fw fw 1t fw 2 + O[(Ay)2] (3'12)

Oy lig

2Ay

Os erros de truncamento sao representados por O(Az), O(Ay), O[(Ax)?] e O[(Ay)?],

que sao a diferenca entre a derivada parcial e a representacao por diferencas finitas.

A segunda derivada parcial também pode ser aproximada por diferencas finitas, onde

¢ mais comum utilizar trés pontos para as aproximacoes,

e Diferencas Progressivas:

0% f

_ fig = 2fiv t fivoy

ox2lij (Ax)?

+ O(Ax)

(3.13)
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o*f Jig — 2fiju1 + fijae
= == ’ ==+ 0O(A 3.14
e Diferencas Centradas:
»’f firrj = 2fij + ficayg
— ? ), 2, 1 ), A 2 ‘1
i G+ Ol(a)) (3.15)
»’f figr1—=2fi; + fij—
= - W TWTD 4 O](Ay)? 3.16
ayg i (Ay)2 [( y) ] ( )
e Diferencas Regressivas:
O*f fij —2fic1; + fica,
= =2 ’ ’ A 1
922 |1 (Az)? + O(Ax) (3.17)
O*f fij —2fij—1+ fij—2
= = ’ =— 4+ 0(A 3.18
- o (&) (3.15)

Por meio da manipulacao da Série de Taylor, podem-se aproximar as derivadas parciais

de ordem superior a dois. Por este processo, também se pode obter aproximacoes das

derivadas parciais mistas de primeira ordem e superiores. Essas aproximacoes e outras

podem ser verificadas em [2].

3.2 Coordenadas Generalizadas

O método das diferengas finitas pode ser aplicado em qualquer tipo de malha, entre-

tanto é mais facil aplicd-las em um sistema coordenado ortogonal |1]. Porém, a maioria

dos problemas reais de engenharia possui geometrias complexas, o que torna a utilizagao

de coordenadas ortogonais limitada. Para solucionar este problema, deve-se utilizar uma

discretizacao coincidente com a fronteira e o sistema coordenado generalizado |4].

Um caso que exemplifica bem a limitacao da utilizacao das coordenadas ortogonais é
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o do escoamento ao redor de um cilindro [1]. Com a utiliza¢do das coordenadas cartesia-
nas, conforme Figura 3.1(a), ndo tem-se todos os pontos da malha dentro do dominio de
solucao, o que exige um trabalho mais complicado de implementacao computacional de-
vido as dificuldades na aplicacao das condi¢oes de contorno sobre a fronteira. Entretanto,
conforme a Figura 3.1(b), com a discretizac¢do coincidente com a fronteira, isto é, utili-
zando as coordenadas generalizadas, todos os pontos da malha estao dentro do dominio

de solucao, o que facilita a aplicagao das condigoes de contorno sobre a fronteira.

(a) (b)

Figura 3.1: Discretizagao: (a) cartesiana; (b) coincidente com a fronteira [1]

Quando a discretizacao coincidente com a fronteira é realizada através de um sistema
de coordenadas existe uma regra de ordenacao na malha e suas células sempre possuem
o mesmo numero de vizinhos, o que facilita a implementagao do cédigo computacional.
Estas malhas resultantes da discretizacao coincidente com a fronteira sao chamadas de

malhas estruturadas [1].

Além das malhas estruturadas, existem também as malhas nao-estruturadas, que sao
malhas mais versateis e podem ser usadas em dominios complexos. Entretanto, existe a
desvantagem na implementacao do co6digo computacional, pois ao contrario das malhas

estruturadas, as malhas ndo-estruturadas nao possuem uma regra de ordenacao [1] [3].

Analisando as vantagens e desvantagens de cada tipo de malha, pela facilidade de
implementacao do codigo computacional e da nao necessidade de adaptagao da malha, a

utilizagao das malhas estruturadas foi adotada neste trabalho.

Para obtencao das malhas estruturadas bidimensionais no sistema de coordenadas
generalizadas é necessario encontrar a transformagao do sistema coordenado cartesiano

(x,y) para o sistema coordenado generalizado (£, 7). Essa transformagao permite o mape-
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amento de geometrias regulares e irregulares, escritas em (z,y), numa geometria regular
escrita em (£,7). Essa transformacao de sistema simplifica muito a implementacao do

codigo computacional e a aplicacao das condig¢oes de contorno.

O sistema coordenado generalizado normalizado, onde (A{ = 1, An = 1), é o dominio

computacional, enquanto o sistema coordenado cartesiano é o dominio fisico.

As coordenadas generalizadas (também chamadas de coordenadas curvilineas) de um
ponto podem ser relacionadas com as coordenadas cartesianas por duas equacoes de trans-

formacgao dadas por [1] [2]:

§=¢(z,y) (3.19)

n=mn(z,y) (3.20)

Os diferenciais no dominio computacional sdo dados por [1] [2]:

d¢ = &dx + &, dy (3.21)

dn = nydz + n,dy (3.22)

onde &, &, N, e 1y sao as derivadas de § e n nas direcoes x e y.

Os diferenciais também podem ser relacionados na forma matricial |1] [2],
d - dx
dn Ne My | L dy

[d"] = [A][d"] (3.24)

ou por

onde d” e dF sao os diferenciais no dominio computacional e dominio fisico, respectiva-

mente.

Seguindo a mesma idéia para o dominio computacional, os diferenciais no dominio

fisico também podem ser relacionados na forma matricial,

o]
dy Ye Yn dn
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ou por

[d"] = [B][d"] (3.26)

Usando as equagoes (3.24) e (3.26), tem-se:

A=B'=J [ Yoo T ] (3.27)
—Ye e

onde o jacobiano da transformacao J é definido por:

J = det[A] = detl[ 5 (3.28)
J = (eyy — Tyye) (3.29)

Realizando uma comparagio entre [A] e [B™!], tem-se as métricas desta transforma-

¢ao, que representa a transformacao do sistema (x,y) para o sistema (&,7) [1] [2],

§o = Juy (3.30)
¢ = —Jr, (3.31)
Ne = —JYe (3.32)

ny = Je (3.33)

Através do teorema da funcao inversa pode-se também obter a transformacao do sis-

tema (£,7) para o sistema (z,y), dadas por [1] [2]:

x=uz(&n) (3.34)

y=y(&n) (3.35)

onde as métricas destas funges sao expressas por [1] [2],

1
Te = jny (3.36)
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1
Ty = ==, (3.37)
1
Ye = —jnx (3.38)
1
Yo = 7 (3.39)

As derivadas ¢, y¢, @, e y, podem ser aproximadas através do método das diferencgas
finitas, conforme as equagoes (3.3) a (3.18). Como o Método Original de MacCormack |6|
é de segunda ordem no espaco e no tempo, as derivadas serao aproximadas por diferencas

finitas de segunda ordem.

No interior do dominio, as derivadas foram aproximadas por diferencas centradas:

()i = == (3.40)
(ve)iy = " (3.41)
()i = 5 (3.42)
)iy = #5555 (3.43)

Para a fronteira de entrada, as derivadas foram aproximadas por diferencas progres-

sivas:

_ 3%y — ATy + Tt

(ze)ij = 2AE (3.44)
Vi — AYiv1,j + Yivo,j
(ye)ij = —2 2215’ 2, (3.45)

Para a fronteira de saida, as derivadas foram aproximadas por diferencas atrasadas:

3w+ AT — Tica

(c)is = Y (3.46)
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—3Yij T 4Yi—1; — Yi—2j
(ye)ij = j IAE j J

(3.47)

Para a fronteira inferior, as derivadas foram aproximadas por diferengas progressivas:

325 — AT jp1 + Tijio

()i = 3.48

n/vJ 2A,’7 ( )
3Yij — AYij+1 + Yij12

(Yn)ij = —2 : ’ 3.49

n’vJ 2A,’7 ( )

Para a fronteira superior, as derivadas foram aproximadas por diferencas atrasadas:

—3wij + AT 1 — Tijo

(@n)ij = oA (3.50)
—3Yi; + 4Yi -1 — Yij—2

7: Jpp— 2, 9, 2, . 1

(yn) J 2An (3 ) )

A partir destas equagoes (3.40) a (3.51) é possivel obter as métricas &;, &, 1, € 1.

3.3 Geracao de Malhas

A geragao da malha é uma das partes mais importantes na implementacao de codigos
computacionais em dinamica dos fluidos computacional. Para se obter resultados satis-
fatorios nas simulagoes numéricas é necessario que a malha seja de boa qualidade, isto é,

que possua um refinamento apropriado em todo o dominio.

O método mais simples para geracao de malha é o manual. Entretanto, em muitos ca-
sos este pode ser muito trabalhoso, principalmente em geometrias tridimensionais. Neste

caso, € necessario que a geracao das malhas seja realizada através de métodos automéaticos.

Existem diversos métodos automéaticos para a geracao de malhas, sendo classificados

geralmente como métodos algébricos e diferenciais [1] |[4]. A utilizagdo de cada um destes
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métodos depende do tipo da geometria e dos requisitos de qualidade da malha.

Um dos métodos mais utilizados na geracao de malhas bidimensionais é o método
diferencial, principalmente o que utiliza equagoes diferenciais elipticas. Sao métodos mais

gerais e possuem um maior controle na distribuicao das linhas nos locais de maior interesse.

O sistema de equagoes diferenciais elipticas de geragao de malhas é dado por [1] [2] [4]:

Vi€ = P(&,n) (3.52)

Vi =Q(&n) (3.53)

onde temos a transformacao dada por,

§=¢&(z,y) (3.54)
n=n(zy) (3.55)

sendo £ e n as variaveis dependentes e x e y as variaveis independentes.

Nas equagoes (3.52) e (3.53) estao incluidos os termos fontes P(&,n) e Q(&,n), estes

que permitem fazer ajustes na concentracao das linhas na malha.

Existem diversas expressoes para P e ), uma delas é dada de acordo com [1] [2] [4]:

N
P(&n) =— Zajsz'gn(g — & )exp il ...

j=1
= 1
= bysign(& — &)eap HE IO (3.56)
i=1
N
Q& n) =— Z ajsign(n — ’)’/j)el’p_cjm_nj‘ 4.
j=1
= 1
B Z bjsign(n — m)exp ™ lEE) +0r—mi)]2 (3.57)
i=1

onde M e N sao, respectivamente, o nimeros de nodos na direcao z e y e & e 1; 0s

respectivos valores nos nodos. J& os parametros a;, b;, ¢; e d; sao dados.

Segundo [1] |4], as solugoes das equagoes geradoras (3.52) e (3.53) sdo muito difundidas
no sistema de coordenadas generalizadas. Portanto, assim como as equagoes de Navier-

Stokes para escoamento compressivel, as equagoes de geracao de malha também foram
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resolvidas no dominio computacional.

As equagoes de geracao de malhas transformadas bidimensionais sao dadas por [1] [2]

|4]:
1
OZge + Yy — 20%en + (ﬁ) (Pre+ Qxy) =0 (3.58)
1
e + Y2 — 2Byen + (53 ) (P + Quy) = 0 (3.59)
onde
a =gy =1+ (3.60)
v =gu =2 + (3.61)
B = gi2 = g21 = TeTy + Yely (3.62)

sao as componentes do tensor métrico g;; associado a transformacao.

E dificil a obtencao das solucdes analiticas das equacoes de geracao de malhas trans-
formadas. Porém, as mesmas podem ser resolvidas numericamente através do método
das diferencas finitas, utilizando as equagoes (3.3) a (3.18), semelhante ao que é realizado

para obtencao das equagoes (3.40) a (3.51).

Aproximando as derivadas parciais das equagoes (3.58) a (3.59) através do método das
diferencas finitas é possivel obter um sistema de equacgoes algébricas que pode ser resolvido
utilizando o método iterativo SOR (Gauss-Seidel com parametro de relaxamento). Para a
solucao, o contorno do dominio fisico sao as condi¢oes de contorno requeridas pelo sistema,
a ser resolvido e no interior do dominio [z; ;,v; ;] = 0. Assim é possivel obter os valores

de z;; e y; ; em todo o dominio, resultando em uma malha estruturada.

Apesar da eficiéncia das equacoes diferenciais elipticas para a geracao das malhas
estruturadas, em alguns casos, os fatores P e () nao sao suficientes para atrair as linhas

coordenadas conforme desejado.

Este problema pode ser observado em geometrias complexas, onde em muitos casos
nao se consegue um refinamento satisfatéorio em toda a malha, o que a torna de baixa
qualidade. Como ja citado anteriormente, a qualidade da solugao esté diretamente ligada
com a qualidade da malha, entao novas alternativas devem ser utilizadas para reverter

este problema.
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O diagrama do algoritmo computacional para a geracao da malha através da solucao

das equagoes diferenciais elipticas é dado pela Figura 3.2:

INiCIO

CONDICOES
DE CONTORNO
E INICIAIS

!

RESOLUCAO DAS
EQUACOES
3.58 E 3.59

F 3

RESIDUO <
TOLERANCIA

GERACAO
DA
MALHA

Figura 3.2: Algoritmo computacional de geragao de malha

3.4 Malhas estruturadas multibloco

Como visto na secao anterior, as solu¢oes numeéricas de problemas de escoamento de
fluidos em geometrias complexas podem ser de baixa qualidade devido a utilizagao de
malhas estruturadas com um refinamento ruim, principalmente as geradas através das
equacoes diferenciais elipticas, pois os termos fontes P e () nem sempre sao suficientes
para gerar um bom refinamento da malha. Entretanto, através da utilizagao de malhas
estruturadas multibloco é possivel obter um controle maior do refinamento da malha em

todas as regioes do dominio sem aumentar extremamente o custo computacional [16].
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A técnica de multibloco consiste em dividir o dominio do problema em subdominios
(ou blocos) e, dentro de cada subdominio, gerar uma malha estruturada. Assim, é possivel
obter uma malha com refinamento apropriado em todo o dominio, podendo ainda cada
bloco possuir um grau de refinamento diferente, o que possibilita um melhor refinamento
da malha em regioes especificas, evitando assim aumentar desnecessariamente o nimero

de pontos e conseqiientemente o custo computacional.

Portanto, a técnica de multibloco é uma 6tima alternativa para a geracao de malhas
estruturadas em problemas de escoamento de fluidos em geometrias complexas. Além
disso, essa técnica permite que as coordenadas possam ser definidas em ¢ e j, facilitando

a implementacao do codigo computacional.

A conexao entre os blocos pode ser realizada através de malhas coincidentes e nao

coincidentes na fronteira [1] [4] [17], conforme pode ser visto nas Figuras 3.3:

BLOCO1 BLOCO 2 BLOCO1l BLOCO?Z2
(a) (b)

Figura 3.3: Conexao entre malhas multibloco: (a) coincidentes; (b) nao coincidentes

A dificuldade da aplicacao da técnica de multibloco consiste principalmente no pro-
cedimento de troca de informacoes entre os blocos vizinhos, principalmente quando os
blocos apresentam um refinamento diferente, como é o caso das malhas nao coincidentes
na fronteira. Essa conexao deve ser tratada com bastante atencao, pois a forma com que é
realizada a troca de informagcoes entre os blocos vizinhos pode influenciar na convergéncia

do método numérico.

A vantagem das malhas estruturadas multibloco coincidentes na fronteira é a de nao
necessitar da utilizacao das fun¢oes de interpolacao para a conexao entre os blocos. Apesar
das malhas estruturadas multibloco nao coincidentes na fronteira necessitarem das funcoes

de interpolacao, apresentam a vantagem de possibilitar um melhor refinamento da malha
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em regioes especificas do dominio [17].

Em escoamento de fluidos a transferéncia de informagoes entre blocos vizinhos pode
ser realizada através do vetor das varidveis conservadas Q, conforme equacdo (2.10).
Essa transferéncia de informacoes para um determinado bloco é realizada através de uma
aplicagao de condigoes de contorno, onde as informacoes a serem transferidas para este

bloco sao em fungao dos valores que estao disponiveis no bloco vizinho [1] [4].

A técnica de multibloco é geralmente utilizada em malhas estruturadas em geometrias

complexas, entretanto também pode ser utilizada em malhas nao estruturadas [3].

3.5 Equacoes de Navier-Stokes em coordenadas gene-
ralizadas

Em muitas aplicacoes é desejado que as equacoes de Navier-Stokes para escoamento
compressivel bidimensional sejam expressas na forma conservativa e em coordenadas ge-
neralizadas, conforme abaixo [2] [15]:

8Q a(Emv - Evis)

o T e L

=0 (3.63)

onde

(3.64)

Einp = J 7! (3.65)

Fip,=J7! (3.66)
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0
. Re Y (&uTp + &yTa
By, =J7" 1(5 Su7e) (3.67)
Re™ (&aTay + &yTyy)
Re™ & (Tuxtt + Toyv) + & (Tuyu + Ty 0))]
0
" Re Y (nyTue + 1y Ta
Eys=J" _1(7’ Tey) (3.68)
Re™ (nuTuy + MyTyy)
Re™ 0y (Tuwtt 4 Toyv) + 0y (Taytt + Ty v)]
e o Jacobiano da transformacao é dado por,
J = (veyy — 2qye)”" (3.69)
As velocidades contravariantes U e V' sao expressas por:
U=¢&u+ &, V =mn,u+nuu (3.70)

As tensoes viscosas T,q, Tzy € Tyy também sao escritas na forma transformada, onde:

2
Tex = g,u[Q(gxuf + nxun) - (fyl)g + van)]

S Tay = p[Eyue + nyuy, + Eve + N0y (3.71)

2
Tyy = gM[Q(gyUE + nyvy) — (Eatie + Matiy)]

\

Quando as equacoes de Navier-Stokes sao escritas no dominio computacional, isto
é, no sistema coordenado generalizado, tem-se facilidades na implementagao do cédigo
computacional. Isto ocorre pois o dominio computacional é fixo e, desde que as regras de
mapeamento sejam obedecidas, mudancas no dominio fisico podem ser realizadas sem a
necessidade de alteragoes no codigo computacional. Neste caso, as informacoes do dominio
fisico sao fornecidas ao codigo computacional por meio das métricas da transformacao que

estao inseridas nas equagoes de Navier-Stokes |1].

As equagoes de Navier-Stokes para escoamento compressivel sao equacoes diferenciais
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nao-lineares podendo apresentar comportamento variados, tais como hiperbolico, para-
bolico ou eliptico ou ainda combinacoes destas dependendo do dominio e condicoes de
escoamento. Existem diversos esquemas de diferencas finitas implicitos e explicitos que

sao capazes de resolver estas equagoes [1] [2].

3.6 Meétodo Original de MacCormack

As equacoes de Navier-Stokes para escoamento compressivel sao complexas e necessita-
se de solu¢do numeérica para obtencdo de resultados. Segundo [2], tanto os métodos
explicitos quanto os implicitos de diferencas finitas tem sido usados com uma abordagem
dependente do tempo para a solucao dessas equagoes. A maioria destes métodos sao de
segunda ordem de precisao no espago e de primeira ou segunda ordem de precisao no

tempo.

Devido a esta complexidade das equagoes, diversos métodos tém aparecido na litera-
tura para obtencao de solucoes. Um método bastante utilizado e que é referéncia para

diversos outros métodos atuais é o Método Original de MacCormack [6].

Este método é muito utilizado para obtencao de solucoes numéricas de equacoes dife-
renciais parciais hiperbolicas e é aplicado para solucoes numéricas das equacoes de Navier-

Stokes para escoamento compressivel.

Conhecido também como Esquema Predictor-Corrector de MacCormack [6], este mé-
todo possui diferencas progressivas (ou “forward”) para todas derivadas do espago no
passo Predictor, enquanto possui diferengas atrasadas (ou “backward”) no passo Correc-
tor. As diferencas progressivas ou atrasadas podem ser alteradas entre o passo Predictor

e Corrector [2].

Quando o Método Original de MacCormack [6] é aplicado as equagoes (3.63), tem-se
como resultado o seguinte algoritmo [2]:
e Predictor:

Antl  An AV PP A
Qi,j = Qi,j T AL [(Einv)i+1,j - (Einv)ij
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e Corrector:

2_17.]

antl 1 /an antl AT, 1 T
Qz,j = 5 (Qz,j + Qz,] - A_f [(Elnv)z,j—l - (Eznv)zjll’]i| + -

At A i A el At N P A P
_A—T] [(Fmv)z,jl - (Fmv)z,;_—ll)} - A—€ [(Evis)i,jl - (Evis) i } + -

At [ T yafT
_A—ﬁ [(FviS)i,;_l - (va)z,;_—ll)]) (3'73)
O termo QJ ¢ um valor predito de Q no passo de tempo n + 1 determinado pela

equagao (3.72) no passo Predictor. Apds, no passo Corrector a equagao (3.73) fornece o
valor final de Q no passo de tempo n + 1 [2] [6].

O monitoramento da estabilidade do método é realizado pela observacao do residuo

em todos os pontos internos do dominio discretizado, conforme a equagao abaixo,

=, VM =2)(N-2) (3.74)

M—-1,N-1 An—1 N
’ J2(Q.. T —Q. )2
residuo = logyg [ E \/ (Qw Qm) ]

Dentre as variaveis conservadas de Q, a utilizada na equacao acima para determinagao
do residuo é a densidade p.

O Método Original de MacCormack [6] ¢ um método numeérico explicito. Este nao
é de dificil implementacao computacional quando comparado com os métodos implicitos,

entretanto possui condigoes mais restritivas com relagao a estabilidade, onde é necessario

utilizar um passo de tempo relativamente pequeno para manter a estabilidade.

3.7 Condicao CFL e o passo de tempo

Para manter o esquema numérico estavel, o valor do passo de integracao temporal

pode ser definido pela seguinte formula empirica em coordenadas generalizadas 2| 6]
18],

Af — CFL
B (22 4+ CFz + CFy)

(3.75)

onde CFL é o nimero de Courant-Friedrichs-Lewy. Para o método explicito de MacCor-
mack o valor de C'F'L deve ser menor ou igual a 0, 5.

Os valores de CFx e C'Fy da equagao acima podem ser determinados através das
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seguintes expressoes:

[P

CFx = |§u+ |+ 7,/51,% + &2 (3.76)
p

CFy = |n,u+ nyv| + 1/7\/77%%75 (3.77)

sendo CFx e C'Fy os maximos valores encontrados no dominio.

3.8 Condicoes de Contorno

A condigao de contorno de Dirichlet é uma das mais faceis de serem utilizadas e imple-
mentadas computacionalmente. Para os c6digos computacionais em escoamento de fluido

compressivel, podem ser do tipo:

e Entrada (Inlet):

E a regiao onde ocorre a injecao de fluido no dominio, onde todas as propriedades sao

fornecidas.

e Saida (Outlet):

E a regiao que representa a saida do fluido no dominio. As condicoes de contorno sao

aproximadas por extrapolacao da seguinte formas:

pig = Lkt (3.78)
Ujj = 4Ui_1’j3_ 2 (3.79)
vy = izl = (3.80)
pij = Api—1,j — Pi—2; (3.81)

3
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Com isso, pode-se determinar a energia interna:

Dij 1
(Et)i,j = (7 _]1) + 501'7]‘(212-2,]- + U?Q) (3-82)

e Aberto (Opening):

Estas condicoes de contorno permitem o escoamento do fluido para fora ou dentro do

dominio, dependendo somente das condi¢oes do escoamento.

As condigoes de contorno podem ser determinadas conforme as seguintes expressoes:

pug = a1 = P (3.3
Ujj = 4Ui’j_13_ i (3.84)
Vij = 4Ui’j_13_ G2 (3.85)
p = it P (3.50)
ou por,
P — 4pi7j+13_ Pi,j+2 (3.87)
s = 4Ui,j+13_ Ui j+2 (3.88)
Vi = 4Ui,j+13_ Vi,j+2 (3.89)
piy = Lt =P (3.0

3
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Com isso, a energia interna pode ser determinada conforme a equagao (3.82).

e Parede (Wall):

Representa as condigoes de contorno impermeéveis do escoamento viscoso e nao-
viscoso. Para a densidade, pressao e energia, as condigoes de contorno podem ser de-
terminadas conforme as condi¢oes do tipo Opening. Entretanto, a aplicacao das condi-
coes de contorno para a velocidade é diferente, sendo classificadas como Free-Slip para

escoamento nao-viscoso e No-Slip para escoamento viscoso.

Para a condigao de contorno do tipo Free-Slip, a velocidade na parede nao ¢ nula e

pode ser determinada pelas seguinte relagoes,

1. Velocidade contravariante V:

v = (40; j11 — Vi j12)/3

72| > [yl - { ’ ’ (3.91)
u = —va/ﬂx
u = (4u; 1 — Uijt+2)/3

] < |y : { ’ ’ (3.92)
v = _nxu/ny

ou por,

v = (4'Ui, i—1 — U, ‘_2)/3

na] > |ny| : { ’ ’ (3.93)
u = _nyv/nx
u = (4u; j—1 — u;j—2)/3

el < [my : { ’ ! (3.94)
v = _nmu/ny

2. Velocidade contravariante U':

Usgel: LUT (4vio1j — Vie2;5)/3 505
[Sal = 1€ {u:—fyv/fx (3.95)

u = (4Ui_17j - ui—2,j)/3
x | 3.96
Sl <18 { v=—&u/&, | )
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ou por,

&l > 1, { Z: (_;’ Zl/g Vit2,5)/ (3.97)
U= (4'&,’.}_1 i ui+2,j)/3

x I 7 3.98

&l <18 {vz—gmu/fy | )

Na condicao de contorno do tipo No-Slip, a velocidade na parede ¢ nula de acordo

com o conceito de camada-limite do escoamento viscoso.

3.9 Diagrama do algoritmo computacional

Com a metodologia descrita neste capitulo é possivel obter solugoes das equagoes de

Navier-Stokes em diversos dominios bidimensionais.

Os algoritmos computacionais desenvolvidos neste trabalho seguiram a mesma meto-
dologia e o procedimento numérico utilizado pode ser visto conforme o diagrama de blocos

da Figura 3.4.
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Figura 3.4: Algoritmo computacional principal



Capitulo 4

Resultados e Discussoes

O objetivo deste capitulo é discutir os resultados do escoamento sobre a geometria
irregular da Figura 2.1. Entretanto, inicialmente serd realizada a validacao do codigo
computacional através de trés casos testes, onde os resultados numéricos obtidos neste
trabalho serao comparados com resultados analiticos, numéricos e experimentais encon-

trados na literatura.

Para a validacao do c6digo computacional, foram escolhidos os seguintes casos testes: o
escoamento laminar em um canal e o escoamento sobre um degrau descendente (backward
facing step), que sao escoamento subsonico em regime permanente, e o escoamento sobre
uma rampa curva, que é um escoamento supersonico em regime transiente. Apos este
processo de validagao, finalmente serao discutidos os resultados do escoamento sobre a

geometria irregular da Figura 2.1.

Todas as simulacoes foram realizadas em um computador com processador: Intel(R)
Core(TM)2 de 2.83GHz e 3.9 GB de memoria RAM.

4.1 Escoamento laminar em um canal

O escoamento laminar em um canal possui grande importancia devido a sua grande
aplicacao pratica [19]. Além disso, também pode ser utilizado para validagao de codigos
computacionais, onde os resultados numéricos sao comparados com os resultados teoricos

e experimentais, conforme realizado por [5], [20] e [21].

Este escoamento é caracterizado por apresentar uma segao de alimentacao e uma de
descarga em um canal formado por duas placas paralelas separadas por uma distancia

2r, conforme a Figura 4.1. Normalmente o fluido ¢ injetado na entrada do canal com um
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perfil de velocidade reto ou parabolico e, apds um tempo, inicia-se a formagao da camada
limite, tornando importantes os efeitos viscosos. Quando o escoamento se desenvolve
completamente, o perfil de velocidade torna-se parabolico ao longo do canal devido as

forgas viscosas presentes nas equagoes de quantidade de movimento [19].

Yy >
|—~
X
— 2r

Figura 4.1: Escoamento laminar em um canal

Considerando o escoamento laminar, subsonico e completamente desenvolvido no in-
terior do canal, o perfil de velocidade parabolico uniforme ao longo do canal pode ser

determinado analiticamente pela seguinte expressao [19]:

w(y) = Unaa [1 - (%)2] (4.1)

onde U4 € a velocidade maxima localizada, r é o raio interno de entrada do canal e y é

a ordenada cartesiana, onde o eixo x é coincidente com o eixo de simetria do canal.

Este problema pode ser modelado matematicamente pelas equagoes (2.9) a (2.16).
Através da solucao numeérica destas equacoes no estado permanente, os valores das veloci-

dades ao longo do canal devem ser comparados com a solucao analitica dada pela equacao
(4.1).

Além das referéncias citadas anteriormente, mais informagoes sobre o escoamento

laminar em um canal podem ser encontradas nas seguintes referéncias: [3|, [14] e [22].

Para a validacao do c6digo computacional, considera-se um canal com as seguintes di-
mensoes, h = 2r = 1,13 x1073m e L = 20h, conforme a Figura 4.1. Para este dominio, foi
utilizada uma malha estruturada multibloco com dois blocos, conforme mostrada parcial-
mente na Figura 4.2. O primeiro bloco (bloco 1), que esta em vermelho, é onde ocorre a
entrada do fluido. O segundo bloco (bloco 2), que esta em azul, é onde ocorre a entrada do

fluido do bloco 1 e também a saida do fluido. A malha de cada bloco possui 60 x 50 nodos.
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F——BL0OCO 1 1 BLOCO 2 ——

Figura 4.2: Detalhe da malha na regiao central do canal

Para o tratamento da fronteira entre os blocos 1 e 2, tem-se que elas sao coincidentes
fisicamente. Para a troca de informacoes entre os blocos, a malha estruturada multibloco

é coincidente na fronteira.

Na fronteira entre os blocos, a fronteira do bloco 1 é considerada como uma condigao
de contorno de saida outlet, pois o fluido sai deste bloco. No bloco 2, a fronteira é a
entrada do fluido que sai do bloco 1, sendo considerada uma condicao de contorno de
entrada inlet. Como pode ser visto na Figura 4.3, os valores das variaveis de entrada do

bloco 2 sao iguais aos valores das variaveis de saida do bloco 1.

tny) [ G,ny)
BLOCO 1 whian BLOCO 2

(i,1)] (i,1)

Figura 4.3: Representacao da conexao na fronteira

Analisando a Figura 4.3, observa-se que o vetor das variaveis conservadas Q é coinci-

dente na fronteira para os blocos 1 e 2, onde:

Qp = Qpe (4.2)

Para evitar uma descontinuidade numeérica da solugao na fronteira entre os blocos,
apo6s cada iteragao é aplicada nessa fronteira uma condicao de contorno numérica, onde

os valores das varidveis sao determinados através das varidveis vizinhas a esta fronteira.

Essa condicao numérica é aplicada nas variaveis do escoamento de acordo com as

seguintes expressoes:



4.1 Escoamento laminar em um canal 54

~  _ Pi-1j Tt Piy1

L= 4.3
Pi,j 2 ( )
e, = Ui—1,j + Uit1,j (4.4)
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A Vi—1,j + Vig1j (4.5)

2
Bis = Pi-1, ;‘pi—i-l,j (4.6)
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Como condic¢oes iniciais, em todo dominio considera-se um canal completamente cheio

com 0s seguintes valores para as variaveis:

p

po = 1,21kg/m?
po = 1,01 x 10°N/m?

ug = vg = 0,00m/s (4.8)
pw=1,81x10"5kg/(m.s)
[ v =1,40

Na entrada do canal considera-se a injecao de fluido com um perfil de velocidade
parabolico conforme a equacdo (4.1), onde a velocidade méaxima localizada é dada por
Umaz = 1,0m/s. Para as condigoes de contorno, na saida do canal tem-se uma condigao
outlet e nas paredes impermeaveis e nao escorregadias (escoamento viscoso) tem-se uma

condi¢ao No-Slip em regime subsonico.

Com as condicoes de entrada e iniciais e as condig¢oes de contorno citadas anteri-
ormente, foram obtidos resultados numéricos satisfatorios através da implementacao do
Método Original de MacCormack [6] e da utilizagao de malha estruturada multibloco, pois
os valores numeéricos obtidos sao bastante semelhantes aos valores da solugao analitica da

equagao (4.1), conforme sera visto a seguir.

Nas Figuras 4.4 e 4.5 pode-se observar a formacao da camada limite e do perfil de ve-
locidade parabolico e uniforme ao longo do canal, o que esta de acordo com os resultados

encontrados na literatura [5], [19], [20] e |21].
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Figura 4.4: Campo vetorial de velocidade na regiao central do canal

Figura 4.5: Distribui¢ao de velocidade na regiao central do canal

Comparando os valores do perfil de velocidade obtidos na simulacao numérica e os
calculados analiticamente através da equacdo (4.1), conclui-se que os resultados também

foram adequados em termos quantitativos conforme a Figura 4.6.

Perfil de Velocidade

Analitico
0.4+ —0— x=10.0

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Velocidade

Figura 4.6: Perfil de velocidade numeérico e analitico no centro do canal
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Na Figura 4.7 é analisado o gréafico do residuo apds 175000 iteracoes em um tempo
computacional de 3 horas e 54 minutos, onde o passo de tempo em cada iteracao foi de

aproximadamente de At = 2,5 x 1075 unidades de tempo adimensionais.

Escoamento laminar em um tubo

Residuo

[teracdes w10

Figura 4.7: Grafico de convergéncia do método numérico

Na Figura 4.7 observa-se que o residuo decresce conforme aumenta o nimero de itera-
¢oes, o que pode assumir que a solucao converge ao estado permanente para o escoamento
completamente desenvolvido. Este residuo foi determinado utilizando a densidade p de

acordo com a equagao (3.74).

Para considerar que o escoamento laminar em um canal atingiu o estado permanente,
na secgao central x = 10A foi realizada uma diferenga a cada 1000 iteragoes dos valores
nodais da velocidade atual u” com os valores obtidos a 1000 iteracoes anteriores 1™ 0%,
Entao, o escoamento foi considerado permanente quando a maxima diferenca entre u” e

u" 1% foi menor que o erro estimado 1077,

Embora o problema do escoamento em um canal seja de baixa velocidade e as equacoes
(2.9) a (2.16) sejam para escoamento compressivel, através da aplicacao do Método de
Original de MacCormack [6] para escoamento completamente desenvolvido é possivel obter
bons resultados para problemas subsonicos em estado permanente, conforme também foi
realizado por [23| e |24].
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4.2 Escoamento sobre um degrau descendente

O escoamento bidimensional em um canal sobre um degrau descendente também é
freqiientemente utilizado como caso teste para validagao de cédigos computacionais em
dindmica dos fluidos computacional, pois tem sido foco de muitos trabalhos numeéricos e
experimentais e, portanto, dispoe de uma boa quantidade de dados numéricos e experi-
mentais. Além disso, este caso teste apresenta uma geometria simples e seu escoamento ¢
bastante interessante e mais complexo que o escoamento laminar em um canal. Em muitos
trabalhos o escoamento sobre um degrau descendente ¢é tratado da forma tridimensional
[71, 18], [9] e [10].

A caracteristica do escoamento sobre um degrau descendente é de apresentar geral-
mente duas bolhas de recirculagao em regime permanente, a primaria e a secundaria, que
sao dependentes do nimero de Reynolds e dos parametros geométricos do canal |7] [8].
A bolha primaria, também chamada de bolha de separacao, ocorre a jusante do degrau
descendente e é maior, enquanto a secundéria ocorre na parede do topo e é menor. Para
baixos numeros de Reynolds aparece somente a bolha de recirculacao primaria. Neste

caso teste o fluido é injetado na entrada do canal com um perfil de velocidade parabélico.

A maioria dos trabalhos numéricos e experimentais do escoamento sobre um degrau
descendente envolve medicoes do comprimento das bolhas de recirculagao e da velocidade
para uma gama de nimeros de Reynolds, tanto para escoamento permanente em regime

laminar, de transicao e turbulento 7] [8] [9] [10].

Neste problema o nimero de Reynolds ¢ definido como [8]:

o pUbH
u

Re

(4.9)

onde U, é dois tercos da méaxima velocidade de entrada U,,,, e H é a altura do canal a

jusante ou de saida.

Na Figura 4.8 pode ser observado os locais onde ocorrem as bolhas de recirculagao
e também a configuracao do escoamento e a definicao dos comprimentos no caso tridi-
mensional. De acordo com a literatura e baseado em uma série de simulacoes realizadas
por [8] com diferentes valores de L,,, verificou-se que nao existe influéncia nos resultados
previstos quando L, > 5h. Para o comprimento de saida Ly, este nao afeta o resultado

final quanto L, = 32h. Seguindo estes requisitos, pode-se garantir que o escoamento nao
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serd influenciado na entrada e que estard totalmente desenvolvido na saida.
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Figura 4.8: Escoamento sobre um degrau descendente [8]

Além das referéncias citadas anteriormente, mais informacoes e resultados podem ser

encontrados nas seguintes referéncias: [25], [26], [27] e [28].

Para a validacao do codigo computacional, as dimensoes do degrau descendente sao
h =1,13x10"3m, S = h, L, = 5h e Ly = 32h, o que obedece os requisitos para os

comprimentos de L, e Ly, nao influenciando nos resultados do escoamento.

Para a geracao de malha deste caso teste, é importante citar que diferentemente do
caso anterior, onde a utilizacao da técnica de multibloco foi somente com o intuito de
validacao do codigo computacional, para este caso teste a geracao da malha através das
equagoes diferenciais elipticas e da técnica de multibloco ¢ um requisito para geracao de
uma malha de boa qualidade, pois se gerada em uma malha tnica, na regiao a jusante

do degrau descendente a malha tera qualidade ruim, conforme pode ser visto na Figura 4.9.

Figura 4.9: Detalhe da malha estruturada tnica do degrau descendente

Com a utilizagao da técnica de multibloco é possivel obter um refinamento apropriado
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em toda malha, conforme mostrado parcialmente na Figura 4.10. Para a geragao desta
malha, o dominio foi dividido em um bloco a montante (bloco 1), que esta em vermelho,
com uma malha com 25 x 25 nodos e um bloco a jusante (bloco 2), que esta em azul, com

uma malha com 160 x 50 nodos.

F—BLOCO 1 I BLOCO 2 I

Figura 4.10: Detalhe da malha estruturada multibloco do degrau descendente

O tratamento da fronteira entre os blocos 1 e 2 é semelhante ao caso teste anterior.
A fronteira entre os blocos sao coincidentes fisicamente e a malha multibloco possui célu-
las coincidentes na fronteira, conforme mostrado na Figura 4.11. Como conseqiiéncia, as

variaveis de entrada do bloco 2 também sao iguais as variaveis de saida do bloco 1.

(i,ny) | (i,ny)

BLOCO 1 i
Goynjimy B OCO 2

Figura 4.11: Representacao da conexao na fronteira

Como a fronteira entre os blocos 1 e 2 sao tratadas de forma semelhante ao do escoa-
mento laminar em um canal, observa-se que o vetor das variaveis conservadas Q também
é coincidente na fronteira conforme a equagao (4.2) e as condi¢oes de contorno numeéricas

também sao conforme as equagdes (4.3) a (4.7).

Para as condicoes iniciais, em todo dominio considera-se um canal completamente
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cheio com os seguintes valores das variaveis:

;

po = 1,21kg/m?
po = 1,01 x 10°N/m?

§ uo =1y =0,00m/s (4.10)
pu=1,81x10"kg/(m.s)
(L v =1,40

Para as condicoes de contorno, na entrada tem-se uma condicao inlet através da
injecao de fluido com um perfil de velocidade parabolico e na saida tem-se uma condicao
outlet. Nas paredes impermedaveis e nao escorregadias (escoamento viscoso) tem-se uma

condi¢ao de contorno No-Slip em regime subsonico.

Conforme serd visto a seguir, com estas condi¢oes de entrada e iniciais e as condicoes
de contorno, os resultados da simulacao numérica obtidos para este caso teste através da
implementagao computacional do Método Original de MacCormack [6] foram satisfatorios

em termos qualitativos e quantitativos.

Para a validacao do codigo computacional, inicialmente foi realizada a simulacao nu-
mérica deste caso teste para um nimero de Reynolds igual a Re = 100. Conforme se
observa no campo vetorial de velocidade mostrado parcialmente na Figura 4.12, tem-se o
aparecimento de uma bolha de recirculagao priméaria no estado permanente no instante
t = 7,8 unidades de tempo adimensionais. O comprimento da bolha de recirculacao ob-
tida numericamente para Re = 100 foi de z, = x1; = 2,82, se aproximando do trabalho
realizado por |7], que para o mesmo nimero de Reynolds encontrou um comprimento de

3,06 através de experimento laboratorial e de 2,95 através de simulacao numeérica.

RITIRI2 22 27N

ELALARNANET

Figura 4.12: Campo vetorial de velocidade na regiao do degrau descendente

Para esta simulagao foram realizadas 155000 iteracoes em um tempo computacional

de 4 horas e 8 minutos, onde o passo de tempo em cada iteragao foi de aproximadamente
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At = 5,0 x 107° unidades de tempo adimensionais. Na Figura 4.13 tem-se o grafico
de convergéncia, onde o residuo foi calculado utilizando a densidade conforme a equagao
(3.74). Neste grafico de convergéncia é possivel observar o aumento das oscilagoes do re-
siduo devido o aumento da bolha de recirculacao ao longo do tempo. Entretanto, tem-se
a convergéncia do método numérico, pois o residuo decresce conforme aumenta o niimero

de iteracoes.

Escoamento sebre um degrau descendente
5 : ! : . ! : .

Residuo

Iteracoes vt

Figura 4.13: Grafico de convergéncia do método numérico

De acordo com os resultados numéricos e experimentais encontrados por |7], [8], [9] e
[25], o comprimento da bolha de recirculacao x, é proporcional ao nimero de Reynolds.
Neste trabalho foram realizadas uma série de simulacoes para nimeros de Reynolds na
faixa de 50 a 100 e foram obtidos os seus respectivos comprimentos da bolha de recir-
culagao, mostrando que os resultados deste trabalho estao em boa concordancia com os

resultados encontrados na literatura, conforme pode ser visto na Tabela 4.1.

Experimental Numeérico
Ty T,
Re | Trabalho por [7] | Presente trabalho | Trabalho por [8] | Trabalho por [9]
50 1,70 1,61 1,55 1,55
100 3,06 2,82 2,80 2,81

Tabela 4.1: Comparacao dos resultados do presente trabalho com os da literatura
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Estes resultados também podem ser vistos através da distribuicao de velocidades para

nimeros de Reynolds igual a 50 e 100 nas Figuras 4.14 e 4.15, respectivamente.

Figura 4.14: Distribuicao de velocidade para Re=50

Figura 4.15: Distribuicao de velocidade para Re=100

Conforme realizado no escoamento laminar em um canal, para considerar que o es-
coamento sobre o degrau descendente atingiu o estado permanente, no ponto z = 5h
foi realizada uma diferenca a cada 1000 iteracoes dos valores nodais da velocidade atual

n=1000 " Entao, o escoamento foi

u™ com os valores obtidos a 1000 iteracoes anteriores u
considerado permanente quando a maxima diferenca entre u™ e u" %% foi menor que o

erro estimado 1077,

Através validagao do cédigo computacional através dos dois casos testes anteriores,
conforme ja mencionado, apesar do Método Original de MacCormack 6] ser mais utilizado
para solucao das Equagbes de Navier-Stokes para escoamento compressivel 2], quando é
aplicado para escoamento completamente desenvolvido, também é capaz de obter bons
resultados para problemas subsonicos em estado permanente, conforme foi realizado neste
trabalho e em [23] e [24].

4.3 Escoamento sobre uma rampa curva

Para avaliar a capacidade do c6digo computacional de capturar ondas de choque é
necessario que o mesmo seja validado através de um caso teste com estas caracteristi-

cas. Entao a validacao foi realizada através do escoamento supersonico sobre uma rampa
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curva, conforme Figura 4.16 e os trabalhos realizados por [11], [12] e [13]. Este caso teste
é caracterizado por ser um escoamento transiente, bidimensional, com numéro de Mach

(M > 1) e com formacao de ondas de choque e leque de expansao.

SR

Figura 4.16: Escoamento sobre uma rampa curva

Este problema é modelado pelas equagoes de Euler, dadas pelas equagoes (2.9) a

(2.16) sem os termos viscosos, conforme [11] [12] e [13].

A geracao da malha estruturada multibloco para a rampa curva da Figura 4.16, que
possui dimensoes L = 55,86m e h = 29, 7m, foi realizada com dois blocos, sendo o pri-
meiro bloco (bloco 1), que esta em vermelho, possuindo 110 x 80 nodos e o segundo bloco

(bloco 2), que esta em azul, possuindo 60 x 80 nodos, conforme Figura 4.17.

H BLOCO 1— | BLOCO 2——]

Figura 4.17: Malha estruturada multibloco da rampa curva



4.3 Escoamento sobre uma rampa curva 64

O tratamento da fronteira entre os blocos 1 e 2 é semelhantes aos dois casos anteri-
ores, sendo o bloco 1 e 2 coincidentes fisicamente, conforme a Figura 4.18. A troca de
informacoes entre os blocos 1 e 2 foi realizada através de uma malha coincidente com a

fronteira.

(i,ny) | (i,ny)

W ¢ ) BL 2
BLOCO 1 » BLOCO

S

Figura 4.18: Representacao da conexao na fronteira

(i,1) | (1)

Devido a coincidéncia da fronteira, a troca de informacoes entre os blocos foi realizada
através do vetor das variaveis conservadas Q conforme a equagao (4.2). Desta forma

também pode-se aplicar as condicoes de contorno numeéricas de acordo com as equagoes
(4.3) a (4.7).

A validacao do codigo computacional foi realizada para um caso teste supersoénico com
numero de Mach M = 1,5, pois os casos testes anteriores eram de escoamento subsonico.
Neste caso teste a entrada do canal ¢ alimentada continuamente com um géas perfeito com
uma velocidade constante de 500,00m/s, sendo esta condi¢gao de contorno de entrada
especificada como inlet. Na saida da geometria tem-se uma condicao de contorno outlet
e nas paredes impermedaveis e escorregadias em regime supersonico tem-se uma condi¢ao

de contorno Free-Slip.

Como condic¢oes iniciais, em todo dominio considera-se um canal completamente cheio
com um gas perfeito com as seguintes caracteristicas:

(

po = 1,21kg/m?

po = 1,01 x 105N/m?
uo = 500,0m/s
w=0,0kg/(m.s)
vy=1,4

| M=1,5

(4.11)
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Com estas condicoes iniciais e de contorno, através da aplicacao do Método Original
de MacCormack [6], tem-se através das Figuras 4.19 e 4.20, que representam, respectiva-
mente, o campo pressao estatico e a distribuicao do nimero de Mach no instante ¢ = 1,6
unidades de tempo adimensionais, a solugao do escoamento sobre uma rampa curva para
M = 1,5. Comparando estes resultados com os obtidos por |12] pode-se observar que
os resultados sao bastante semelhantes. Nesta simulacao foram realizadas 940 iteracoes,
onde o passo de tempo em cada iteracao foi de aproximadamente At = 1,5 x 10~2 unida-

des de tempo adimensionais.

Figura 4.19: Distribuicao da pressao estatica em t=1,6 unidades de tempo

Figura 4.20: Distribuicao do nimero de Mach em t=1,6 unidades de tempo

Na Figura 4.21 tem-se o grafico do residuo para a solucao obtida conforme as Figuras
4.19 e 4.20. Apesar de uma elevacgao inicial do residuo, o mesmo decresce posteriormente
com o aumento do ntmero de interacoes, podendo assumir a convergéncia do método
numérico. Assim como nos casos testes anteriores, este residuo foi determinado utilizando

a densidade p conforme a equagao (3.74).
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Escoamento sobre uma rampa curva

Residuo
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Figura 4.21: Grafico de convergéncia do método numérico

E importante observar que a elevacao inicial do residuo ocorre devido a formacao da
onda de choque destacada na regiao a montante da rampa curva. Ja as oscilagoes que
surgem durante o decrescimento do residuo ocorrem devido a reflexao da onda de choque

destacada na parede superior e suas iteragoes com o escoamento.

O desenvolvimento do escoamento pode ser discutido detalhadamente através do
campo de pressao estatico em diversos instantes conforme as Figuras 4.22 a 4.24, onde
inicialmente, conforme a Figura 4.22, pode-se observar a formacao de uma onda de choque

destacada na regiao a montante da rampa curva [11] [13] [14].

Figura 4.22: Campo de pressao estatico para t=0,9 unidades de tempo adimensionais
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Apods a formacao da onda de choque destacada, esta se expande e incide na parede
superior do dominio, refletindo conforme Figura 4.23. Neste mesmo instante é possivel
observar a formacao de um leque de expansao que ocasiona a aceleracao do escoamento
do regime subsonico ao supersonico, fenémeno que é melhor observado na distribuicao do
nimero de Mach da Figura 4.20, que esta neste mesmo instante t=1,6 unidades de tempo

adimensionais |11] [13] [14].

Figura 4.23: Campo de pressao estatico para t=1,6 unidades de tempo adimensionais

Depois da reflexao da onda de choque na parede superior do dominio, esta reflete na
parede inferior, conforme a Figura 4.24. Apos a reflexao da onda de choque na parede
superior e inferior, é possivel observar também na Figura 4.24 o surgimento de uma onda
de choque do tipo lambda [11] [13] [14].

Figura 4.24: Campo de pressao estatico para t=2,7 unidades de tempo adimensionais
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Através da comparacao dos resultados numéricos do escoamento supersonico sobre a
rampa curva deste trabalho com os resultados obtidos por [11], [12] e [13], conclui-se que
os resultados estao de acordo com a literatura e o coédigo computacional estd validado

também para escoamentos supersonicos.

Através deste processo de validacao do codigo computacional através dos casos testes
anteriores para escoamento subsonico e supersonico em regime permanente e transiente,
verificou-se que através do modelo matematico e metodologia numérica utilizadas para
implementacao do codigo computacional obteve-se solu¢oes numéricas que concordam
bastante com os resultados numéricos e experimentais encontrados na literatura. Portanto
conclui-se que o cédigo computacional pode ser utilizado para obtencao de solugoes em
escoamentos de fluidos com caracteristicas semelhantes ao dos casos testes. Sendo assim
o codigo computacional pode ser aplicado para obtencao de solucoes numeéricas para o

escoamento sobre a geometria irregular da Figura 2.1.

4.4 Escoamento sobre uma geometria irregular

Para simulacao numérica de escoamento de fluido sobre geometrias complexas é essen-
cial que a malha seja de boa qualidade para obtencao de resultados satisfatorios. Como
ja citado anteriormente, uma das motivagoes para o uso das coordenadas generalizadas é
devido as dificuldades encontradas na aplicacao das condi¢oes de contorno em geometrias
complexas utilizando coordenadas ortogonais. No caso da geometria irregular da Figura
2.1, mostrada novamente na Figura 4.25, essa limitacdo ocorre na regido CDE, o que

motivou o uso das coordenadas generalizadas.
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Figura 4.25: Localizagao dos pontos ABC' DEFG na geometria irregular da Figura 2.1
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Para a geometria irregular da Figura 4.25, inicialmente foi gerada uma malha estru-
turada tnica com 200 x 80 nodos através da solucao das equacoes diferenciais elipticas em
coordenadas generalizadas, conforme a Figura 4.26. Assim foi possivel eliminar os proble-
mas de aplicacdo das condicoes de contorno na regido CDE. Como pode ser observado,
apesar da possibilidade de ajustes das linhas na malha através dos termos fontes P e @)
das equagoes de geracao de malha (3.52) e (3.53), para este caso nao foi possivel obter
um refinamento apropriado da malha em toda geometria, pois na regiao ABC e EFG a
concentragao de linhas da malha nao foi adequada, resultando em uma malha de baixa

qualidade.

T
TITTTT

Figura 4.26: Malha estruturada tnica

Como exposto no Item 3.4 do Capitulo 3, para geragao de malhas estruturadas através
das equacoes diferenciais elipticas em coordenadas generalizadas, uma alternativa para
resolver o problema de baixa qualidade da malha devido ao refinamento inapropriado em
regides especificas, como é o caso das regides ABC e EFG da geometria irregular da

Figura 4.25, é a utilizacao da técnica de multibloco.

Para geracao de uma malha estruturada multibloco para a geometria irregular da
Figura 4.25, o dominio foi dividido em dois subdominios (ou blocos), conforme é possi-
vel observar pela diferenca de cores entre os blocos na Figura 4.27. Apoés a divisao no
dominio, para cada subdominio (ou bloco) foi gerada uma malha estruturada através da
solucao das equagoes diferenciais elipticas em coordenadas generalizadas, resultando em
uma malha de boa qualidade. No primeiro bloco (bloco 1), que esta em vermelho, foi
gerada uma malha com 80 x 80 nodos, enquanto que no segundo bloco (bloco 2), que esta

em azul, foi gerada uma malha com 130 x 80 nodos.
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Figura 4.27: Malha estruturada multibloco

Como pode ser observado com mais detalhe através da comparagao entre as Figuras
4.28(a)(b), na malha da Figura 4.27 foi obtido um refinamento apropriado em toda geo-
metria, principalmente nas regides ABC e EFG da geometria irregular, diferentemente
do que ocorreu para a malha da Figura 4.26, comprovando que a utilizagao da técnica de
multibloco ¢ uma 6tima alternativa para refinar regioes especificas em geometrias com-

plexas.
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(a) Malha estruturada tnica (b) Malha estruturada multibloco

Figura 4.28: Comparacgao entre o refinamento da malha tnica com a multibloco

Assim como no escoamento laminar em um canal, no escoamento sobre um degrau
descendente e no escoamento sobre uma rampa curva, no bloco 1 a fronteira também
¢ considerada como a saida do escoamento, sendo classificada como uma condicao de
contorno outlet e, no bloco 2, a fronteira é considerada a entrada do fluido de saida do
bloco 1, sendo classificada como uma condicao de contorno inlet. Portanto, as variaveis

de entrada do bloco 2 sao iguais as de saida do bloco 1.
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Apesar da coincidéncia fisica existente na fronteira entre os blocos 1 e 2, a conexao

entre eles é diferente da realizada nos trés casos testes anteriores, conforme pode ser ob-

servado na Figura 4.29. Para o bloco 1 a coordenada da fronteira ¢ definida como (i, j),

enquanto que para o bloco 2 a coordenada da fronteira é definida como (i + 1, j). Sendo

assim, nao é garantido que os vetores das variaveis conservadas (Q sejam coincidentes na

fronteira, pois se o comprimento das células da malha nao forem iguais na diregao i, o

jacobiano da transformagao também nao sera, o que torna os vetores das variaveis con-

servadas Q diferentes na fronteira.

BLOCO 1

(i,ny) [ (i+1,ny)

(i.j) ¢ (i+1,j)

(i,ny1) L (i+1,ny1)

(i,1)

(i+1,1)

BLOCO 2

Figura 4.29: Representacao da conexao na fronteira

Dessa forma, a troca de informacoes entre os blocos 1 e 2 foi realizada através das

variaveis do escoamento conforme as seguintes expressoes:

(Et)ij =

Pit+1,5 = Pij

Uit1,j = Ui

Vit1,j = Vi

Pi+1,5 = Dij

Dij
(v—1) 2

1
+ 5pi4(

2 2
Ui + i)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)
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No final de cada iteracao também foi especificada uma condi¢ao de contorno numérica
na fronteira entre os blocos de modo a evitar uma descontinuidade da solu¢ao nesta regiao,
onde os valores atribuidos para cada variavel do escoamento sao calculados através da
meédia dos valores das variaveis proximas a essa fronteira. Devido as diferengas na conexao
entre os blocos, os valores das variaveis do escoamento na fronteira entre os blocos 1 e 2

sao determinadas com mais nodos, conforme as seguintes expressoes:

~ Pi-1j t Pi—2j + Pivaj T Pit3 ~ ~
pij =~ : 1 T P = i (4.17)

~ Ui—1,j + Ui—2j + Uig2j + Uiy3,
J J J j

Ui = 1 , Uit = Ui (4.18)
A Vi—1,j + Vi—2; 1‘ Viva,j + Ui+3,j’ A (4.19)
Bij = Di—1,j + Pi—2j Zpi—i—zj +pi+3,j’ Bisis = Br (4.20)
(Biy = 25 + 5@+ ) By = By (421

Como é um escoamento transiente, nao foi necessario um grande comprimento de
entrada e de saida de fluido em relagao a regiao complexa da geometria irregular e nem
utilizacao de condicoes de contorno reflexiva, pois a solucao numeérica foi obtida antes da

ocorréncia de reflexdao do fluido nas fronteiras.

Para as condigoes iniciais, em todo dominio considera-se um canal completamente

cheio com os seguintes valores das variaveis:

po = 1,21kg/m?
po = 1,01 x 10°N/m?

ug = 0,0m/s (4.22)
ft = 0,0kg/(m.s)
 7=1,4

onde o sub-indice 0 representa as variaveis no tempo inicial 5 = 0.
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Para o escoamento, na entrada do canal foi considerado a injecao de fluido com um
perfil de velocidade reto com velocidade constante de U, = 33,33m/s, sendo portanto
o nuamero de Mach igual a 0.098. Como condigoes de contorno, tem-se na parede inferior
impermeéavel e escorregadia (escoamento nao viscoso) uma condigao Free-Slip e na parede
superior uma condicao Opening. Na saida do canal, tem-se uma condi¢ao de contorno

Outlet.

Com as condicoes de entrada e iniciais e as condicOes de contorno citadas anteri-
ormente, foram realizadas uma série de simulag¢oes numéricas para obtencao do campo
vetorial de velocidade proxima a regiao irregular, do campo escalar de pressao sobre a

superficie e do desenvolvimento do escoamento sobre a geometria irregular.

Como resultados, inicialmente na Figura 4.30 tem-se o campo vetorial de velocidade
no instante ¢ = 2, 79 unidades de tempo adimensionais. Por ser um escoamento subsonico,
conforme o esperado, o fluido contorna a regiao irregular e segue em dire¢ao a saida do

dominio.

Figura 4.30: Campo vetorial de velocidade préoximo a regiao irregular

O desenvolvimento do escoamento pode ser observado através da distribuicao do nu-
méro de Mach nas Figuras 4.31. Com uma injecao constante de fluido na entrada do
dominio, a onda de pressao formada segue em direcao a regiao irregular até incidir com a
mesma, gerando uma onda de refracdo, conforme a Figura 4.31(a). Apo6s a incidéncia da
onda de pressao na regiao irregular, ela avanca em direcao a saida do dominio enquanto
outra onda de pressao retorna devido a refracao que caminha em direcao a entrada do

dominio, conforme as Figuras 4.31(b)(c).
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(c) Instante ¢ = 2,79 unidades de tempo adimensionais

Figura 4.31: Distribuicao do ntimero de Mach na geometria irregular

Na Figura 4.32 tem-se a distribuicao de pressao sobre a superficie da geometria ir-

regular no instante ¢ = 2,79. Por ser um escoamento subsonico, na regiao irregular do

dominio tem-se velocidades maiores e pressoes menores, estando de acordo com os re-

sultados esperados. Com relacao as oscilagoes da distribuicao de pressao na entrada do

dominio, estas ocorrem devido as ondas de pressao que retornam em direcao a entrada

do dominio. Para evitar esse tipo de problema neste instante de tempo t = 2,79, esta

regiao do dominio deveria ser aumentada em um comprimento de 3 a 4 vezes o valor atual.

Porém, isso nao foi realizado pois acarretaria em uma malha maior e conseqiientemente

em um aumento no custo computacional.
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Distribuicao de Pressao

—©— Bloco 1
—©— Bloco 2

J
0 50 100 150 200 250 300
Superficie

Figura 4.32: Pressao em cada nodo da superficie da geometria irregular

Na Figura 4.33 tem-se a convergéncia do método numeérico no instante ¢t = 2,79, pois
ocorreu uma reducao do residuo conforme aumentou o nimero de iteracoes. As oscilagoes
do residuo entre 500 a 700 iteragoes ocorrem devido incidéncia da onda de pressao na

regiao irregular BC'D.

Escoamento sobre uma geometria irregular
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Figura 4.33: Grafico de convergéncia do método numérico
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Como nos casos testes anteriores, o residuo foi calculado conforme a equacao (3.74),
onde foram necesséarias 860 iteracoes para obtencao destas solucoes em um tempo com-

putacional de aproximadamente 147.3 segundos.

Pela convergéncia do grafico do residuo da Figura 4.33 e a validagao do cédigo com-
putacional através dos casos testes para escoamento subsonico e supersonico, conclui-se
que a implementagao do codigo foi adequada e que os resultados apresentados foram

satisfatorios.



Capitulo 5

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Neste capitulo sao apresentadas as conclusoes referentes a metodologia numérica uti-

lizada para a implementacao do c6digo computacional assim como os resultados obtidos.

Também sao propostos trabalhos futuros baseados em melhorias no cédigo computa-

cional desenvolvido neste trabalho.

5.1 Conclusoes

As técnicas numeéricas utilizadas neste trabalho para a implementac¢ao do cédigo com-
putacional foram satisfatorias, pois foi possivel a obtengao de solu¢oes numeéricas de boa
qualidade das equacoes de Navier-Stokes para escoamento compressivel subsonico e su-

personico em geometrias complexas bidimensionais.

O codigo computacional foi validado através do escoamento laminar em um canal, do
escoamento sobre um degrau descendente e do escoamento sobre uma rampa curva. Em
todos estes casos testes as solugoes numéricas obtidas estao de acordo com as solucoes

encontradas na literatura.

Para a obtencgao de solugoes numeéricas para o escoamento sobre a geometria irregular
da Figura 2.1, a implementagao do codigo computacional é dificil devido ao dominio
complexo. Entretanto, foi possivel obter bons resultados, como pode ser observado nas

Figuras 4.30, 4.31 e 4.32 e pelo grafico de convergéncia da Figura 4.33.

Através dos resultados obtidos nas simulagoes numéricas conclui-se que a metodologia
numérica utilizada para a solu¢ao numeérica das equacoes de Navier-Stokes foi correta e

abrangente, principalmente devido a utilizacao de malhas estruturadas multibloco.



5.2 Trabalhos Futuros 78

Com o objetivo de facilitar a implementacao do codigo computacional foi utilizado o
método explicito de MacCormack. Apesar do critério restritivo de estabilidade do método,

como se pode ver, foi possivel obter bons resultados em todos os casos testes.

Conclui-se que através da utilizacao de malhas estruturadas multibloco em conjunto
com o método explicito de MacCormack foi possivel a obtengao de boas solu¢oes numeéricas
para as equacoes de Navier-Stokes para escoamento compressivel transiente e permanente
em regime subsoOnico e supersonico em geometrias complexas, sendo, portanto ferramentas

importantes para a dinamica dos fluidos computacional.

Além disso, essas técnicas de geracao de malha podem ser utilizadas em diversos outros
métodos numéricos para obtencao de solucoes numéricas das equacoes de Navier-Stokes,

como o método de volumes finitos, sendo, portanto técnicas computacionais gerais.

5.2 Trabalhos Futuros

Abaixo segue uma listagem com algumas sugestoes para continuidade deste trabalho:

e Implementacao de codigo computacional para escoamento compressivel da geometria

irregular com uma malha multibloco com trés blocos;

e Implementacao de codigo computacional com malha multibloco com células nao-

coincidentes na fronteira;
e Implementagao de codigo computacional para escoamento compressivel e turbulento;

e Implementacgao de coédigo computacional para escoamento compressivel em geome-

trias complexas tridimensionais;

e Implementacao de um método implicito, ou seja, com menos restricoes ao critério

de estabilidade.
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