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Resumo

No presente trabalho estuda-se o es
oamento bifási
o verti
al de �uidos imis
íveis em

um meio poroso homogêneo sob ação de um termo de fonte singular do tipo δ de Dira
,

o qual impli
a também em uma des
ontinuidade na função de �uxo. São 
onsiderados os

efeitos da gravidade, enquanto os termos de pressão 
apilar são negligen
iados. Utiliza-

se 
omo metodologia uma extensão geométri
a do 
ritério de entropia de Oleinik para


onstruir as soluções analíti
as entrópi
as para uma 
lasse de problemas de Riemann. Do

ponto de vista numéri
o, é apresentado e implementado um esquema tipo diferenças �nitas

obtido a partir de uma abordagem Lagrangeana-Euleriana para obtenção das soluções de

Riemann para o modelo proposto. Por �m, 
ompara-se qualitativamente as soluções

analíti
as 
om as numéri
as. Tal 
omparação permite veri�
ar a e�
á
ia do método

na resolução do problema proposto. O trabalho 
onsiste de uma parte teóri
a e outra

numéri
a.



Abstra
t

In this work we study verti
al two-phase �ow of immis
ible �uids in a homogeneous

porous medium under the a
tion of a natural sour
e term of the type δ of Dira
, this kind
of sour
e, produ
es a dis
ontinuity in the �ux fun
tion. We 
onsider the gravitational

e�e
ts on the �ow, while the terms of 
apillary pressure are negle
ted. Methodology

is used as a geometri
 extension of Oleinik entropy 
riterion to 
onstru
t the analyti
al

solutions to a 
lass of Riemann problem. From the numeri
al point of view, it is presented

and implemented a s
heme �nite di�eren
es type obtained from a Lagrangian-Eulerian

approa
h to obtain the Riemann solutions for the proposed model. Finally, it 
ompares

qualitative analyti
al solutions with the numeri
al. This 
omparison allows you to 
he
k

the e�e
tiveness of the method in solving the proposed problem. The work 
onsists of a

theoreti
al part and another number.
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1. Problemas de Riemann

2. Leis de Balanço

3. Critério de Entropia

4. Meios Porosos

5. Fluxo des
ontínuo

6. Diferenças Finitas

7. Abordagem Lagrangeana-Euleriana.



Glossário

PVI : Problema de valor ini
ial

CFL : Número de Courant-Friedri
hs-Lewy

EDP : Equações Diferen
iais Par
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Considerações Gerais

No presente trabalho, estuda-se os efeitos produzidos por uma injeção pontual sobre

um es
oamento bifási
o de �uidos imis
íveis num meio poroso. Considera-se que o es-


oamento o
orre em um 
ilindro muito 
omprido, estreito e que se en
ontra na verti
al.

Assume-se que os �uidos apresentam massas espe
í�
as (densidades absolutas) diferentes

e que o meio é 
onsiderado totalmente saturado por estes. Considera-se que no instante

ini
ial existe uma interfa
e impermeável em z = 0, a qual separa duas �misturas�, por

exemplo água e óleo, 
om proporções de saturações diferentes, 
omo pode ser visto na

Figura 1.1. Estuda-se o es
oamento apenas próximo à interfa
e, no momento em que

a mesma desapare
e devido ao movimento dos �uidos. Em linguagem matemáti
a, isto

é equivalente a resolver uma 
lasse de Problemas de Riemann para uma lei de balanço


ujo termo fonte é dado na forma de δ de Dira
. Como o es
oamento é analisado apenas

próximo a interfa
e, as 
ondições de 
ontorno são des
onsideradas.

A solução para estes problemas dependem das propriedades físi
as dos �uidos e da

frequên
ia em que é injetada a quantidade de mistura. Assim, a evolução a partir dos

dados ini
iais re�ete a disparidade entre as densidades e vis
osidades dos �uidos. Não

obstante, 
omo um primeiro passo para 
ompreender a in�uên
ia do termo fonte junta-

mente 
om os fen�menos 
onve
tivos devido a ação da gravidade se assume em todos os


asos estudados que as vis
osidades são iguais.

As maiores apli
ações para este trabalho se fazem presente na engenharia de petró-

leo. Devido ao fato da re
uperação avançada de petróleo 
orresponder a maior etapa de

vida útil de um reservatório e, 
onsequentemente, a maior parte do petróleo produzido
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z=0

Interface

Injeção
Pontual

Figura 1.1: Esquema para o reservatório, onde 
ada 
or representa um �uido. Na parte

superior do reservatório, por 
onvenção, tem-se z < 0, enquanto na parte inferior z > 0.
E no ponto z = 0 existe uma fonte pontual, que, matemati
amente, pode ser representada

por δ(z). Fonte: Rodríguez-Bermúdez [1℄.

mundialmente existe um interesse tanto do ponto de vista energéti
o, quanto ambiental

em se estudar os es
oamentos bifási
os e trifási
os em meios porosos que des
revem este

pro
esso de re
uperação [1, 2℄.

Teorias sobre Problemas de Riemann datam de 1860 [3℄, quando Riemann estudou

o problema do tubo de 
hoque, que 
onsistia em um experimento utilizando um tubo


ilíndri
o �no e longo. Este 
ontinha dois gases separados por uma membrana �na,

onde em 
ada lado os gases deveriam ter densidades e pressões diferentes, assim quando a

membrana fosse rompida Riemann desejava determinar o movimento dos gases [4, 1, 5, 3℄.

Os es
oamentos em meios porosos são des
ritos por leis de 
onservação não-lineares.

O 
aso não-linear mais simples foi resolvido por Bu
kley e Leverett em 1942 [6℄. Para

solu
ionar o problema eles desenvolveram um método que analisa geometri
amente o

grá�
o da função de �uxo (S-shaped), o mesmo �
ou 
onhe
ido 
omo método de �uxo

fra
ionário e é 
omumente usado em engenharia de petróleo [6, 1℄. Através deste método

Proskurowski em 1981 [7℄, resolveu a equação de Bu
kley-Leverett para um es
oamento

bifási
o 
onsiderando a ação da gravidade sobre tal es
oamento. Existem trabalhos mais

re
entes que estudam as apli
ações da gravidade no es
oamento bifási
o 
omo em [8,

9, 10℄. Dentre estes, desta
a-se o trabalho de Kaass
hieter, que em 1999 [8℄ estudou a

equação de Bu
kley-Leverett sobre a ação da gravidade e 
onsiderou a heterogeneidade do

meio poroso. Tal fato, impli
a matemati
amente na presença de uma des
ontinuidade na

função de �uxo. Kaass
hieter [8℄ 
onstruiu as soluções analíti
as através de um teorema

que permitiu estender a 
onstrução 
lássi
a de Oleinik para o problema que ele estava
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estudando.

Os efeitos gravita
ionais em es
oamentos 
om dois �uidos imis
íveis em meios porosos

são bem entendidos. Como estes es
oamentos são modelados por uma lei de 
onservação

es
alar, as soluções podem ser fa
ilmente obtidas através da 
onstrução geométri
a 
lássi
a

de Oleinik [11℄. Entretanto, não foi en
ontrado na literatura trabalhos que 
onsiderem

a ação da gravidade e a presença de um termo fonte do tipo δ de Dira
 em um mesmo

modelo.

O estado da arte para es
oamento de dois �uidos imis
íveis 
om um termo fonte δ

de Dira
 é mais restrito tanto do ponto de vista analíti
o quanto numéri
o. Este termo

singular impli
a na presença de uma des
ontinuidade na função de �uxo, fato que não

permite obter a solução pela 
onstrução geométri
a 
lássi
a de Oleinik [12℄, e, alémd disso,

não resulta efetivo 
om a apli
ação dos métodos numéri
os de diferenças �nitas 
lássi
os

[13℄.

Devido à di�
uldade imposta pela des
ontinuidade na função de �uxo serão enun
iadas

duas 
onje
turas permitem estender a 
onstrução geométri
a 
lássi
a de Oleinik para o

modelo proposto no presente trabalho, as mesmas foram desenvolvidas de maneira análoga

ao teorema presente em [8℄. Desta
a-se que a es
rita tais 
onje
turas representam um

diferen
ial, do ponto de vista teóri
o desta pesquisa.

Numeri
amente os Problemas de Valor Ini
ial (PVI) para leis de 
onservação hiperbó-

li
as podem muitas vezes ser resolvidos através de métodos de diferenças �nitas 
lássi
os,


omo Lax-Friedri
hs e Lax-Wendro� [14℄. Porém, para os 
asos de leis de balanço mui-

tas vezes estes métodos não preservam o estado de equilíbrio entre o �uxo e o termo

fonte. Tal fato motiva o desenvolvimento de uma nova 
lasse de métodos 
onhe
idos


omo "well-balan
ed� [13, 10℄.

No presente trabalho, para se trabalhar 
om as di�
uldades da des
ontinuidade do

�uxo e a presença de um termo fonte singular, utiliza-se um esquema tipo diferenças �nitas

na estrutura Lagrangeana-Euleriana, desenvolvido em [13℄. O mesmo apresenta 
erta

similaridade ao esquema de Lax-Friedri
hs, entretanto tem 
omo vantagem em relação a

este preservar o equilíbrio entre o �uxo e o termo fonte. Tal método apresenta indí
ios

de ser "well-balan
ed� 
omo dis
utido em [13℄. Desta
a-se que um diferen
ial do presente

trabalho, do ponto de vista numéri
o, é que para �ns de implementação do termo fonte

re
orre-se a um pro
esso de regularização do delta 
om base em [15℄.
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1.2 Objetivos

Propõe-se os seguintes objetivos para um melhor desenvolvimento do trabalho.

• Construir as soluções analíti
as para uma 
lasse de problemas de Riemann através

de uma extensão da 
onstrução geométri
a de Oleinik;

• Obter a solução numéri
a 
om o auxílio de um esquema na estrutura Lagrangeana-

Euleriana e 
ompará-la à solução analíti
a.

1.3 Estrutura da Dissertação

No 
apítulo 2, são apresentados alguns 
on
eitos bási
os sobre leis de 
onservação

es
alares, bem 
omo as soluções de Riemann. São expostos alguns 
ritérios de entropia


omo de Oleinik e o 
ritério do per�l vis
oso, os quais são ne
essários para determinar a

uni
idade da solução. Na última seção deste 
apítulo expõe-se a 
onstrução geométri
a


lássi
a de Oleinik para funções de �uxo 
ontínuas.

No 
apítulo 3, mostra-se o esquema tipo diferenças �nitas na estrutura Lagrangeana-

Euleriana, desenvolvido em [13℄, que será utilizado para resolver numeri
amente o modelo

matemáti
o proposto no presente trabalho. Ini
ialmente faz-se uma breve exposição deste

esquema para leis de 
onservação hiperbóli
a, para em um segundo momento avançar na

mesma estrutura para leis de balanço. Algumas apli
ações deste esquema são apresentadas


omo forma de validar o 
ódigo 
omputa
ional.

No 
apítulo 4, obtêm-se a lei de balanço que modela o es
oamento verti
al de dois

�uidos em um meio poroso sobre a ação de um termo de fonte δ de Dira
. As equações

são adimensionalizadas para que as variáveis �quem normalizadas. Por �m apresenta-se

o modelo de permeabilidade quadráti
a, o que torna o �uxo dependente expli
amente da

saturação.

No 
apítulo 5, faz-se uma des
rição de 
omo são obtidas as soluções de Riemann do

problema estudado utilizando uma 
onstrução geométri
a que resulta em uma extensão

da 
onstrução 
lássi
a de Oleinik para �uxos es
alares 
ontínuos. A extensão geométri
a

proposta é análoga à 
lássi
a de Oleinik em regiões onde o �uxo é uma função 
ontínua,

porém para pontos de des
ontinuidade do �uxo, enun
iam-se duas 
onje
turas que permite

obter a solução entrópi
a para o modelo estudado.

No 
apítulo 6, expõem-se duas regularizações para o termo fonte (δ de Dira
), uma
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om função linear e outra função do tipo 
osseno. Apresenta-se as soluções numéri
as

obtidas 
om o auxílio de um esquema de diferenças �nitas na estrutura Lagrangeana-

Euleriana. Por �m, 
omparam-se as soluções analíti
as 
om as obtidas numeri
amente,


orroborando a validade da 
onstrução geométri
a proposta (in
luindo as novas 
ondições

de entropia) assim 
omo a e�
á
ia do método numéri
o implementado em 
apturar as

soluções de Riemann para o modelo estudado.

Ao longo deste trabalho todos os grá�
os para as funções de �uxo e todas as soluções

numéri
as foram obtidas através do MATLAB

R©
.



Capítulo 2

Fundamentos Teóri
os sobre Leis de Con-

servação Es
alares

Neste 
apítulo serão apresentados alguns 
on
eitos sobre leis de 
onservação es
alares

os quais permitem uma melhor 
ompreensão das 
onstruções geométri
as das soluções de

Riemann para o modelo proposto.

As leis de 
onservação modelam uma variedade de fen�menos físi
os que são apli
ados

em dinâmi
a dos �uidos, meteorologia, semi
ondutores e engenharia de petróleo [16, 17,

14℄. O es
oamento bifási
o em meios porosos é modelado por uma lei de 
onservação

es
alar, que em uma dimensão apresenta a seguinte forma [18, 5℄:

∂

∂t

(

s(z, t)
)

+
∂

∂z
F (s(z, t)) = 0, (2.1)

onde s : R x R
+ 7→ R é um es
alar das quantidades 
onservadas e F (s) representa o �uxo.

Quando sobre um es
oamento bifási
o age um termo fonte, tal es
oamento é des
rito,

matemati
amente, por uma lei de balanço, que em uma dimensão apresenta a seguinte

forma:

∂

∂t

(

s(z, t)
)

+
∂

∂z
F (s(z, t)) = Q(z, t, s). (2.2)

Nota-se que a equação (2.1) representa que uma 
erta quantidade físi
a dentro de um

volume de 
ontrole D ⊂ R
m
é mantida 
onstante. Enquanto em (2.2), poder-se-á a
res-


entar ou retirar substân
ia dentro de tal volume de 
ontrole (veja [18℄) por uma fonte

externa ou interna Q(z, t, s) [18, 5℄.

Ini
ia-se a apresentação dos fundamentos teóri
os sobre leis de 
onservação es
alares


om o 
aso mais simples, o linear.
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2.1 Leis de Conservação Es
alar Lineares

Considere o Problema de Valor Ini
ial (PVI) para a equação da adve
ção em uma

dimensão :



















∂

∂t
(s) + a

∂

∂z
(s) = 0, em Ω := R x R

+,

s(z, t = 0) = s0(z), em R.

(2.3)

onde a função in
ógnita é s(z, t), a função de �uxo linear é F (s) = as

A solução para esse PVI pode ser obtida através do método 
lássi
o das 
ara
terísti
as.

As 
urvas 
ara
terísti
as são 
urvas z = z(t) no plano tz ao longo das quais a equação

diferen
ial par
ial (EDP) pode ser es
rita em termos de uma derivada total. Ao es
rever

s 
omo uma função de t somente, ao longo de uma 
ara
terísti
a obtém-se:

ds

dt
=

∂s

∂t
+

dz

dt

∂s

∂z
, (2.4)

De (2.3) e (2.4) têm-se que a 
urva 
ara
terísti
a z = z(t) satisfaz a equação diferen
ial

ordinária (EDO):

dz

dt
= a. (2.5)

A taxa de variação de s ao longo de z = z(t) é zero, ou seja, s é 
onstante ao longo

da 
urva 
ara
terísti
a. De (2.5), obtém-se uma família de 
ara
terísti
as, que para este


aso são retas. Ao tomar por exemplo,

z(0) = z0, (2.6)

a reta

z = z0 + at, (2.7)

é a úni
a 
ara
terísti
a que passa pelo ponto (z0, 0). Se s satisfaz a 
ondição ini
ial

s(z, 0) = s0(z) em t = 0, então ao longo da 
ara
terísti
a z(t) = z0 + at que passa pelo

ponto ini
ial z0 do eixo z, tem-se a solução dada por:

s(z, t) = s0(z0) = s0(z − at). (2.8)

onde a representa a velo
idade de propagação da mesma. Interpreta-se desta solução

que dado um per�l ini
ial s0(z), o mesmo simplesmente irá transladar 
om velo
idade a

para a direita 
aso a seja positivo ou para a esquerda 
aso a seja negativo. A forma do
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per�l permane
erá inalterada [18℄. Tal fato não o
orre para os 
asos não lineares, sendo

as ferramentas matemáti
as ne
essárias para estes 
asos bem mais 
omplexas. A seguir

faz-se uma apresentação de tais ferramentas.

2.2 Leis de Conservação Es
alar Não-lineares

Nesta seção, segue uma exposição similar à feita em [12℄ para os 
asos em que as

funções de �uxo são não-lineares. Considere o seguinte problema de valor ini
ial:



















∂

∂t
(s) +

∂

∂z
F (s) = 0, em Ω := R x R

+,

s(z, t = 0) = s0(z), em R.

(2.9)

onde F (s) é não linear.

As 
urvas 
ara
terísti
as t → (z(t), t) para (2.9), satisfazem à equação:

dz

dt
= F ′(s). (2.10)

Como F não depende expli
itamente da variável espa
ial z e 
omo s é 
onstante ao longo

das 
ara
terísti
as, de (2.10) segue que estas são retas. Este fato permite 
onstruir do

modo 
lássi
o as soluções de um problema de valor ini
ial. Assim, para 
ada ponto (ξ, 0),


om ξ ∈ R 
onstrói-se a reta 
ara
terísti
a passando por este ponto e 
om in
linação

dz

dt
= F ′(s0(ξ)). Se os dados ini
iais são suaves, então podem ser usados para determinar

a solução s(z, t) para um tempo t pequeno em que as 
ara
terísti
as não se interse
tam

para 
ada (z, t) ∈ Ω. Assim, resolve-se a equação:

z = F ′(s0(ξ))t+ ξ, (2.11)

de modo que a solução será dada por;

s(z, t) = s(ξ, 0) = s0(z − F ′(s)t). (2.12)

É sabido que a partir de um determinado tempo, 
onhe
ido 
omo tempo de quebre

(ver Leveque [18℄) as 
ara
terísti
as oriundas de pontos diferentes no tempo t = 0 podem

se en
ontrar, dando origem a soluções 
om mais de um valor no mesmo ponto. Quando

esta equação modela um sistema físi
o, veri�
a-se nestas 
ir
unstân
ias que a solução

apresenta des
ontinuidade em z, 
uja posição varia 
om o tempo. Para estes 
asos o


on
eito 
lássi
o de soluções de EDP mostra-se insu�
iente, sendo ne
essário 
onsiderar
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um 
on
eito mais geral de solução de uma EDP [12℄.

De�nição 2.2.1 Diz-se que s é uma solução forte ou 
lássi
a de (2.9) se s é uma função

de 
lasse C1
.

De�nição 2.2.2 Diz-se que s é uma solução fra
a ou generalizada de (2.9) se para toda

ϕ ∈ C∞

0 (R x [0,∞)), s satisfaz a seguinte equação integral:

∫

∞

0

∫

∞

−∞

[sϕt + F (s)ϕz]dzdt +

∫

∞

−∞

[s0(z)ϕ(z, 0)dz] = 0, (2.13)

onde C∞

0 (R x [0,∞)) é o 
onjunto de funções in�nitamente diferen
iáveis 
om suporte


ompa
to.

Teorema 2.2.1 Toda solução 
lássi
a da EDP em (2.9) também é solução no sentido

fra
o da mesma equação.

Demonstração:

Dá hipótese tem-se que se s é solução forte (ou 
lássi
a) de (2.9), então s é 
ontinua-

mente diferen
iável e



























∂

∂t
(s) +

∂

∂z
F (s) = 0, (z, t) ∈ Ω,

s(z, 0) = s0(z), z ∈ R,

é 
laro que para qualquer função suave ϕ ∈ C∞

0 (R x [0,∞)), tem-se também:

∫

∞

0

∫

∞

−∞

[ ∂

∂t
(s) +

∂

∂z
F (s)

]

ϕdzdt = 0,

integrando por partes e usando o fato de que ϕ tem suporte 
ompa
to, obtém-se que:

∫

∞

0

∫

∞

−∞

[sϕt + F (s)ϕz]dzdt +

∫

∞

−∞

[s0(z)ϕ(z, 0)dz] = 0.

Portanto, a solução forte s é também uma solução fra
a. ✷

As soluções fra
as podem 
onter des
ontinuidades. Suponha o 
aso em que a solução

s(z, t) se 
ompõe de duas seções suaves, separadas por uma 
urva z(t), através da qual o

valor de s sofre um salto, nesse 
aso pode-se provar (veja [19℄) que:

dz

dt
=

F (sr)− F (sl)

sr − sl
= σ. (2.14)
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onde sr e sl represetam os limites de s à direita e à esquerda da 
urva z(t), respe
tiva-

mente, [12℄. A 
ondição (2.14) é 
hamada de 
ondição de Rankine-Hugoniot e rela
iona

a velo
idade de propagação da des
ontinuidade 
om os saltos de F e de s [12℄. Uma

solução 
ontínua por partes s(z, t) de (2.9) 
om salto ao longo da 
urva z(t) satisfazendo

a 
ondição de Rankine-Hugoniot é denominada uma solução do tipo onda de 
hoque.

É 
omum em modelos físi
os o estudo de problemas do tipo (2.9) em que a 
ondição

ini
ial apresenta a seguinte forma:

s0(z, t = 0) =

{

s0l , z < 0,

s0r, z > 0,
(2.15)

onde nesse 
aso s0l e s0r são estados 
onstantes, sendo os estados ini
iais à esquerda e à

direita da des
ontinuidade, respe
tivamente [19, 1, 12℄.

De (2.9) e (2.15) pode-se es
rever o problema de Riemann 
omo segue:



























∂

∂t
(s) +

∂

∂z
F (s) = 0, (z, t) ∈ Ω,

s0(z, t = 0) =

{

s0l , z < 0,

s0r, z > 0.

(2.16)

Quando F (s) é uma função 
onvexa

1

as soluções de (2.16) podem ser do tipo ondas de


hoque ou do tipo ondas de rarefação, as quais são 
onhe
idas em literatura 
omo ondas

elementares. Para o 
aso em que F (s) for uma função 
�n
ava-
onvexa

2

as soluções são


ompostas por 
ombinações destas ondas elementares. A seguir faz-se uma exposição para

o 
aso em que F é 
onvexa.

2.2.1 Soluções de Riemann para Função de Fluxo Convexa

Para 
onstrução das soluções de Riemann para o 
aso em que F é 
onvexa faz-se uma

breve apresentação seguindo [12℄. Considere o 
aso mais simples F (s) =
s2

2
, 
onhe
ido


omo equação de Burgers.

Para o 
aso em que s0l > s0r, tem-se que F ′(s0l ) > F ′(s0r) e, portanto, as 
ara
terísti
as

que emergem no instante ini
ial de z < 0 
ruzam 
om aquelas que emergem de z > 0,

1

Geometri
amente uma função F : (a, b) → R é dita 
onvexa quando seu grá�
o se situa abaixo de

qualquer de suas se
antes, mais pre
isamente para x, y ∈ (a, b) e x < t < y, então o ponto (t, F (t))
en
ontra-se abaixo da reta que 
one
ta os ponto (x, F (x)) e (y, F (y)).

2

A ser de�nida mais à frente.
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tem-se esta situação exempli�
ada na Figura 2.1-(a). Utilizando a relação de Rankine-

Hugoniot, deduz-se que a velo
idade de propagação do 
hoque é 
onstante e igual a

σ =
(s0l + s0r)

2
. Na Figura 2.1-(b) tem-se o per�l típi
o da solução para um determinado

tempo t. Para este 
aso existe uma úni
a solução fra
a dada por,

s(z, t) =











s0l , z <
(s0l + s0r)t

2
,

s0r, z >
(s0l + s0r)t

2
.

(2.17)

z <00 z >00

(a)                                                         (b)

Figura 2.1: (a) Interse
ção das 
ara
terísti
as. As linhas azuis representam as 
ara
te-

rísti
as para z0 > 0, as linhas verdes as 
ara
terísti
as para z0 < 0. A linha tra
ejada

vermelha é a trajetória do 
hoque. (b) Per�l da solução tipo onda de Choque. Fonte: van
Duijn [19℄

Para s0l < s0r , as 
ara
terísti
as não se interse
tam e existem regiões do plano tz em que

as mesmas não estão bem de�nidas, veja Figura 2.2 . A solução para tal problema é dada

pela 
onstante s0l para
z

t
< F ′(s0l ) e a 
onstante s

0
r para

z

t
> F ′(s0r), [18, 12℄. Uma solução


ontínua pode ser obtida modi�
ando-se o método das 
ara
terísti
as nessas regiões de

vazio 
om o auxílio da propriedade de invariân
ia de es
ala (sk(z, t) = s(kz, kt), para k >

0), 
onsegue-se es
rever s(z, t) 
omo:

s(z, t) = η(
z

t
). (2.18)

Substituindo (2.18) em (2.16) obtém-se:

z

t
= F ′(s), (2.19)

no leque F ′(s0l ) <
z

t
< F ′(s0r). Neste leque, ao longo das retas passando pela origem 
om

in
linação

t

z
, de�ne-se o valor de s 
omo a 
onstante que satisfaz (2.19). Esta 
onstante
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é univo
amente determinada para F ′
monótona. Pode-se veri�
ar que estas retas são


ara
terísti
as e deste modo 
onstrói-se a solução. Essa solução é 
onhe
ida 
omo uma

rarefação ou leque de rarefação entre s0l e s0r. Na Figura 2.2-(b) tem-se o per�l típi
o da

solução para um determinado tempo t. E na Figura 2.2-(a) vê-se, 
laramente, o leque de

rarefação. Essa solução fra
a para este problema é da forma:

s(z, t) =















s0l , z < s0l t,
z

t
, s0l ≤ z ≤ s0r,

s0r, z > s0r .

(2.20)

É possível veri�
ar que tal solução não é úni
a para o 
aso s0l < s0r. Uma outra solução

fra
a seria uma onda de 
hoque satisfazendo a 
ondição de Rankine-Hugoniot. A se-

guir são apresentadas 
ondições que permitem es
olher entre as soluções aquela que seja

�si
amente 
orreta.

z <00 z >00

(a)                                                         (b)

Figura 2.2: (a) Regiões não de�nidas pelas 
ara
terísti
as. (b) Per�l da solução tipo onda
de rarefação. Fonte: van Duijn [19℄.

2.2.2 Critérios de Entropia

As soluções fra
as além de poderem 
onter des
ontinuidades da própria 
ondição

ini
ial que são propagadas, estas podem 
onter des
ontinuidades da interseção das 
ara
-

terísti
as. Assim, para se obter a solução que seja �si
amente 
orreta é ne
essário uma


ondição a mais 
onhe
ida 
omo 
ritério de entropia.

O primeiro 
ritério de entropia a ser de�nido é o 
ritério de Lax para leis de 
onservação

es
alares. O mesmo permite es
olher a solução que seja �si
amente 
orreta para 
asos em

que a função de �uxo for 
onvexa.
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De�nição 2.2.3 Condição de entropia de Lax- Uma onda de 
hoque é dita satisfazer

a 
ondição de entropia de Lax para uma lei de 
onservação es
alar 
om F ′′(s) > 0 para

todo s, se [18℄:

F ′(sl) > σ > F ′(sr).

De uma maneira geral, para qualquer função de �uxo F 
onvexa, qualquer salto de sl

para sr 
om sl > sr que satisfaz a 
ondição de Rankine-Hugoniot, satisfaz a 
ondição de

entropia devido a Lax e qualquer salto de sl para sr 
om sl < sr que satisfaz a 
ondição de

Rankine-Hugoniot, não satisfaz a 
ondição de entropia de Lax. Pode-se garantir uni
idade

para a solução (5.5) a partir deste 
ritério [18, 19, 4, 20℄.

Uma 
ondição de entropia mais geral é devido a Oleinik. Este 
ritério permite obter

a solução �si
amente 
orreta mesmo para os 
asos em que F é uma função não-
onvexa.

É possível mostrar que o 
ritério de Oleinik se reduz ao 
ritério de Lax quando se tem F


onvexa. A 
ondição de Oleinik é de�nida 
omo segue.

De�nição 2.2.4 Condição de entropia de Oleinik- Se s : R x R
+ → R é a solução

entrópi
a de (2.16), então todas as des
ontinuidades tem a seguinte propriedade:

F (s)− F (sl)

s− sl
≥ σ ≥

F (s)− F (sr)

s− sr
, (2.21)

para todo s entre sl e sr ∈ R.

Através do 
ritério de Oleinik é possível mostrar que (2.20) é a úni
a solução entrópi
a

para o 
aso em que s0l < s0r e F é 
onvexa [18, 19, 12, 11℄. A seguir é apresentado um

pro
esso que permite obter uma 
ondição de entropia equivalente a de Oleinik para o 
aso

es
alar.

• Critério do per�l vis
oso

Uma forma padrão para se obter uma desigualdade de entropia é regularizar a equação

diferen
ial hiperbóli
a adi
ionando um pequeno termo de difusão linear [18, 4℄:

∂

∂t
(s) +

∂

∂z
F (s) = ε

∂2

∂z2
(s), (2.22)

onde ε > 0. Esta forma de regularizar o problema está bem estabele
ida do ponto de vista

matemáti
o, apesar de ser menos satisfatório do ponto de vista físi
o. Para este é mais

adequado utilizar o termo de difusão 
apilar para regularizar o problema [8℄. Para o 
aso
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es
alar é possível mostrar que estes dois 
ritérios são equivalentes à 
ondição de Oleinik,

portanto faz-se uma apresentação do 
ritério do per�l vis
oso apenas para eviden
iar a

bus
a por uma onda viajante 
omo solução.

Considere o PVI (2.16), onde F ∈ C(R), a ele está asso
iado a lei de 
onservação

vis
osa (2.22) 
om:

s(−∞, t) = sl, (2.23)

s(+∞, t) = sr,

para todo t > 0.

Considere uma solução do tipo onda viajante para (2.22), isto é, existe uma função u

tal que:

s(z, t) = u(η), onde η =
z − σt

ε
. (2.24)

Ao substituir (2.24) em (2.22), obtém-se:



















−σ

ε
u′ +

1

ε

(

F (u)
)′
=

ε

ε2
u′′

u(−∞) = sl, u(+∞) = sr,

(2.25)

o que impli
a que;















−σu′ +
(

F (u)
)′

= u′′

u(−∞) = sl, u(+∞) = sr.

(2.26)

Integrando (2.26), tem-se o seguinte problema de 
ontorno (PVC):



































u′(η) = F (u(η))− σu(η)− A, sendo A uma 
onstante de integração

u(−∞) = sl, u(+∞) = sr,

sl 6= sr.

(2.27)

Para determinar σ e A re
orre-se ao teorema abaixo para veri�
ar que u′(±∞) = 0.

Teorema 2.2.2 Assuma que a função u : R → R seja diferen
iável e que ambos u(z) e

u′(z) tem um limite quando z vai para o in�nito. Então limz→∞ u′(z) = 0.
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Assim, tem-se:

σ =
F (sr)− F (sl)

sr − sl
, A =

F (sr)sr − F (sr)sl
sr − sl

. (2.28)

Onde σ determina a velo
idade da onda viajente. Desta
a-se o fato da expressão para σ

não depender de ε e 
oin
idir 
om a velo
idade de 
hoque dada pela 
ondição de Rankine-

Hugoniot. Baseados em (2.28) o PVC (2.27) é reduzido a:

u′(η) = −σu(η) + F (u(η)) +
F (sl)sr − F (sr)sl

sr − sl
. (2.29)

Ao somar F (sl)−F (sl) em (2.29) e através de um pro
esso análogo somando F (sr)−F (sr)

em (2.29), obtém-se:

u′(η) = F (u(η))− F (sl)− σ(u(η)− sl), (2.30)

u′(η) = F (u(η))− F (sr)− σ(u(η)− sr). (2.31)

Pelo teorema da existên
ia e uni
idade de uma EDO, a�rma-se que existe uma solução u

úni
a e estritamente monótona 
ompreendida entre sl e sr. Caso não fosse estritamente

monótona, existiria s∗ entre sl e sr tal que u
′(s∗) = 0, assim u não 
umpriria as 
ondições

de 
ontorno (2.23), visto que, não seria possível ligar os estados sl e sr.

Portanto, tem-se as seguintes hipóteses:

• Se sl < u < sr, então u′(η) > 0 e de (2.30), obtém-se;

F (s)− F (sl)

s− sl
> σ =

F (sr)− F (sl)

sr − sl
>

F (s)− F (sr)

s− sr
, (2.32)

• Se sl > u > sr, então u′(η) < 0 e de (2.30), obtém-se;

F (s)− F (sl)

s− sl
> σ =

F (sr)− F (sl)

sr − sl
>

F (s)− F (sr)

s− sr
, (2.33)

As expressões obtidas em (2.32) e (2.33) mostram que a 
on�ção de entropia segundo

o 
ritério do per�l vis
oso para o 
aso es
alar é equivalente à 
ondição de entropia de

Oleinik [19℄. Tais 
ondições garantem a existên
ia de uma onda viajante 
one
tando os

estados sl quando η =
z − σt

ε
→ −∞ e sr quando η =

z − σt

ε
→ +∞.

As restrições dadas pela de�nição da 
ondição de entropia de Oleinik e a obtida pelo


ritério do per�l vis
oso são equivalentes e permitem mostrar que mesmo para F (s) não


onvexo, que a solução do problema de Riemann (2.16) é úni
a e é sempre 
onstituída

por uma su
essão de ondas de 
hoque e rarefação. A seguir faz uma exposição através de
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exemplos da 
onstrução geométri
a 
lássi
a de Oleinik para os 
asos em que F (s) é não


onvexo [18, 4, 12, 9℄.

2.2.3 Soluções de Riemann para Função de Fluxo Não-Convexa

• Construção Geométri
a da Solução

Considere por simpli
idade F ∈ C2([0, 1]) uma função do tipo 
�n
ava-
onvexa

3

e 
om as

seguintes propriedades:



























































F (0) = 0; F (1) = 1;

F ′(s) > 0 para 0 < s < 1

F ′′(s) > 0 para 0 < s < s̃

F ′′(s) < 0 para s̃ < s < 1.

(2.34)

para algum s̃ ∈ (0, 1). Consideram-se dois 
asos para apresentar 
omo as soluções são


onstruídas.

Para o primeiro 
aso em que (s0l > s0r) as soluções são obtidas através da 
onstrução da

envoltória 
onvexa para a função de �uxo F [11℄. Onde a de�nição de envoltória 
onvexa

é dada a seguir.

De�nição 2.2.5 A envoltória (fe
ho) 
onvexa do 
onjunto Sconv é o menor 
onjunto


onvexo, denotado por HC(Sconv) que 
ontém o 
onjunto original Sconv.

Considere o ponto s2 na Figura 2.3-(a) e s0l = 1 e s0r = 0, tal que:

F (s2)− F (0)

s2 − 0
=

F (s2)

s2
= F ′(s2). (2.35)

Ao analisar o limite superior da envoltória 
onvexa na Figura 2.3-(a), nota-se que ele é


omposto por um segmento de reta de (0, 0) até (s2, F (s2) e depois segue que y = F (s)

até (1, 1). O ponto s2 é um ponto de tangên
ia entre o segmento de reta e a função de

3

Geometri
amente uma função F : (a, b) → R é dita 
�n
ava quando seu grá�
o se situa a
ima de

qualquer de suas se
antes, mais pre
isamente para x, y ∈ (a, b) e x < t < y, então o ponto (t, F (t))
en
ontra-se a
ima da reta que 
one
ta os ponto (x, F (x)) e (y, F (y)).

Uma função F (a, b) → R é dita 
�n
ava-
onvexa quando existe t ∈ (a, b) tal que F é 
�n
ava em (a, t)
e F é 
onvexa em (t, d), ou F é 
onvexa em (a, t) e F é 
�n
ava em (t, d).
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(a)                                                         (b)
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Figura 2.3: (a) Contrução da solução entrópi
a através da envoltória 
onvexa (b) Per�l
da solução para um tempo t. Fonte: van Duijn [19℄.

�uxo F e é, pre
isamente, o ponto em que a velo
idade da onda de 
hoque 
one
tando

s = 0 
om s = s2 e onda de rarefação (leque abrangendo todos os estados entre s = s2 e

s = 1) 
oin
idem. A linha reta representa o 
hoque e a 
urva em que y = F (s) representa

a onda de rarefação.

Na Figura 2.3-(b) apresenta-se o per�l da solução para um tempo t. A mesma 
onsiste

de um estado 
onstante (s = 1), seguido por uma onda de rarefação que 
one
ta 1 e s2,

seguida por um 
hoque 
one
tando s2 a outro estado 
onstante (s = 0).

Tal solução atende a desigualdade de entropia. É importante men
ionar que outros

valores de s2 levariam a uma 
ontradição na solução. Se F ′(s+2 ) <
F (s+2 )

s+2
, tal que s+2 > s2,

então a solução violaria a 
ondição de entropia de Oleinik. Se F ′(s−2 ) >
F (s−2 )

s−2
, tal que

s−2 < s2, então se teria uma solução multivaluada. Na Figura 2.4, mostra-se 
omo seria o

per�l da solução para estas duas hipóteses.

Para o 
aso em que (s0l < s0r) as soluções segundo a 
onstrução geométri
a de Oleinik

são obtidas através da 
onstrução da envoltória 
�n
ava para a função de �uxo F [11℄.

De�nição 2.2.6 A envoltória (fe
ho) 
�n
ava do 
onjunto Sconc é o menor 
onjunto 
�n-


avo, denotado por Hc(Sconc) que 
ontém o 
onjunto original Sconc.

Considere o ponto s1, s
0
l = 0 e s0r = 1, tal que:

F (1)− F (sl)

1− s1
=

1− F (s1)

1− s1
= F ′(s1). (2.36)
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(a)                                                         (b)

Figura 2.4: Soluções não entrópi
as para valores de s2 em (a) e (b) que não satisfazem a

(2.35). Fonte: van Duijn [19℄.

(a)                                                         (b)
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Figura 2.5: Em (a) apresenta-se a 
onstrução da solução entrópi
a através da envoltória


�n
ava e em (b) o per�l da solução para um determinado tempo t. Fonte: van Duijn [19℄.
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Pela Figura 2.5 tem-se que a solução é dada por um estado 
onstante (s = 0), seguido

de uma onda de rarefação 
one
tando este estado e s1, seguido por um 
hoque adja
ente


one
tando s1 e s = 1.

Tanto para o primeiro 
aso quanto para o segundo 
aso, pode-se veri�
ar que esta


onstrução 
orresponde à úni
a solução entrópi
a. Essa 
onstrução geométri
a 
lássi
a

de Oleinik permite a obtenção da solução entrópi
a sempre que o �uxo for uma função


ontínua.

No 
apítulo seguinte apresenta-se, brevemente o esquema numéri
o utilizado para

resolução do modelo proposto no presente trabalho.



Capítulo 3

Um Esquema de Diferenças Finitas Atra-

vés de uma Abordagem Lagrangeana-

Euleriana

Neste 
apítulo apresenta-se o esquema de diferenças �nitas que será utilizado na re-

solução numéri
a do problema proposto. Trata-se de um esquema de�nido na estrutura

Lagrangeana-Euleriana 
om base no método de volumes �nitos lo
almente 
onservativo.

Tal esquema en
ontra-se de�nido em [13℄. Expõem-se, a seguir, as justi�
ativas para a

es
olha do método.

3.1 Justi�
ativa

Uma das questões 
have na resolução numéri
a de problemas de Cau
hy, em que a lei

de 
onservação apresenta função de �uxo des
ontínua é a presença de ondas esta
ionárias

na solução [22, 23]. Algumas estratégias não preservam os estados esta
ionários dis
retos

[21℄, por exemplo, aqueles que utilizam �uxo numéri
o tipo Godunov num método de

volumes �nitos e a
oplam diferenças 
entradas para o termo fonte [21℄. Devido a estas

di�
uldades, esquemas 
onhe
idos 
omo "well-balan
ed" têm sido propostos [13, 21,

22℄. O método utilizado, no presente trabalho, é baseado em [13℄ que desenvolveu uma

nova 
lasse de esquemas Lagrangeanos-Eulerianos tipo diferenças �nitas, que apresenta

evidên
ias de serem "well-balan
ed". Tais métodos são 
apazes de preservar o equilíbrio

entre o termo fonte e o �uxo.

A nova 
lasse de esquemas propostos em [13℄ apresentam 
ertas similaridades 
om

o esquema de Lax-Friedri
hs, porém possuem 
omo vantagem relevante lidar de maneira

adequada 
om funções de �uxo des
ontínuas, isto é, preservam o estado de equilíbrio entre
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�uxo e termo fonte.

Em [13℄ são apresentados dois esquemas para leis de 
onservação hiperbóli
as, LEH1

e LEH2, e dois para leis de balanço, LEB1 e LEB2. Opta-se pelo uso dos métodos

LEH2 e LEB2 por uma questão de simpli
idade rela
ionada à de�nição das linhas de

rastreamentos e implementação do �uxo numéri
o. A seguir são expostas, brevemente, a

estrutura bási
a do método e as equações dis
retas para leis de 
onservação hiperbóli
as.

3.2 O esquema Lagrangeano-Euleriano para Leis de Con-

servação Hiperbóli
as

Para desenvolvimento do esquema Lagrangeano-Euleriano, 
onsidere o PVI (2.9) onde,

F (s) é uma função suave de s, s = s(z, t). Para o pro
esso de 
onstrução do esquema

Lagrangeano-Euleriano é ne
essário es
rever a equação diferen
ial de (2.9) num espaço-

tempo lo
almente 
onservativo, na forma divergente generalizada, 
om s(z, 0) = s0,

∇t,z ·

[

s

F (s)

]

= 0, em Ω. (3.1)

A solução aproximada pelo esquema Lagrangeano-Euleriano é ne
essária um pro
esso

de dis
retização do domínio. Assim, substitui-se a região plana Ω := R x R
+
por uma

malha de Z x N = {(j, n); j = 0,±1,±2, ...;n = 0, 1, 2, ...} e em vez de funções s(·, t) ∈

LP (R) para todo t ≥ 0, pode-se 
onsiderar sequên
ias Sn = (Sn)j , j ∈ Z para n =

0, 1, 2, ..., para uma dada malha h > 0 e um nível de tempo tn =
∑i=n−1

i=0 ∆ti, 
om t0 = 0,

para um passo de tempo não-
onstante ∆ti.

Em um determinado passo de tempo tn, tem-se para dis
retização espa
ial que znj =

jh, znj+1/2 = jh + h/2, na malha uniforme original, onde hn
j = znj+1/2 − znj−1/2 = ∆zn = h

para j ∈ Z, além disso, os pontos znj±1/2 são pontos �nais das 
élulas, veja [13, 10℄.

Para a evolução da solução no tempo, tem-se a malha não-uniforme dada por: hn+1
j =

z̄j+1/2 − z̄j−1/2 = ∆̄z
n+1

para o nível de tempo tn+1
. A solução em um tempo tn é dada

sobre a malha uniforme, ao passar para um tempo tn+1
a mesma evolui sobre a malha

não-uniforme para depois ser, novamente, deslo
ada para a malha uniforme. Aqui, znj e

z̄n+1
j são os 
entros das 
élulas respe
tivamente. Pode-se, ainda, de�nir a solução numéri
a

S nas 
élulas [znj−1/2, z
n
j+1/2] e [z̄n+1

j−1/2, z̄
n+1
j+1/2], por:

S(zj , t
n) = Sn

j =
1

h

∫ zn
j+1/2

zn
j−1/2

s(z, tn)dz, j ∈ Z (3.2)
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S̄(zj, t
n+1) = Sn+1

j =
1

hn+1
j

∫ z̄n+1

j+1/2

z̄n
j−1/2

+1

s(z, tn+1)dz, j ∈ Z (3.3)

respe
tivamente, e a 
ondição ini
ial é S(z0j , t
0) = S0

j nas 
élulas [z0j−1/2, z
0
j+1/2], [13℄.

Ao 
onsiderar volumes �nitos 
om 
élulas 
entradas na estrutura Lagrangeana e fazer

uso do teorema da divergên
ia, [13℄ mostra que existe uma 
onservação lo
al dis
reta

sobre o volume �nito (de 
ontrole) (Dn
j = {(z, t)/xn

j (t) ≤ z ≤ xn
j+1, t

n ≤ t ≤ tn+1
) (veja

Figura 3.1). Onde xn
j (t) é uma 
urva parametrizada tal que xn

j (t
n) = znj e

dxn
j (t)

dt
=

F (s)

s
para tn ≤ t ≤ tn+1

. A região Dn
j é 
hamada de "tubo integral".

3

Figura 3.1: Volume de 
ontrole Dn
j ("tubo-integral") para 
onservação espaço-tempo na

forma dis
reta. Fonte: Sepúlveda [13℄.

A 
onservação lo
al é dada por:

∫ z̄n+1

j+1/2

z̄n+1

j−1/2

s(z, tn)dz =

∫ znj+1

znj

s(z, tn)dz, (3.4)

onde se de�ne z̄n+1
j−1/2 = xn

j (t
n+1) e z̄n+1

j+1/2 = xn
j+1(t

n+1).

Através das de�nições de soluções numéri
as (3.2), (3.3) e de (3.4), obtém-se uma

aproximação lo
al para a malha não uniforme S̄n+1
j , j ∈ Z, que pode ser de�nida sobre a

malha original por:

Sn+1
j =

1

h

[

c0jS̄
n+1
j−1 + c1jS̄

n+1
j

]

. (3.5)

Onde, c0j =
(h

2
+ gnj k

n
)

, c1j = h− c0j =
(h

2
− gnj k

n
)

e pode-se aproximar gnj ≈
F (s)

s
.

Uma observação importante em [13℄ é de que a quantidade não-linear F (s)/s está

rela
ionada à solução des
onhe
ida s e 
omo uma não pode ser en
ontrada exata, traça-

se linhas de rastreamento das partí
ulas de �uidos. Embora simples à primeira vista,

não é bem entendido 
omo de�nir uma robusta e e�
iente aproximação para F (s)/s por

re
onstruções não-lineares. Na Figura 3.2 tem-se um exemplo para a aproximação de
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primeira ordem.

n

Sj n

Sj+1

j-1/2 j j+1/2 j+1z z z z

_                                                              _                             _

j-1/2 j j+1/2z z z

__  n+1

Sj

c c0j 1j

Figura 3.2: Aproximação por retas para gnj . Fonte: Sepúlveda [13℄.

As equações xn
j (t

n) = znj e

dxn
j (t)

dt
=

F (s)

s

om (3.5) formam o blo
o bási
o destes

esquemas Lagrangeanos-Eulerianos.

Uma formulação numéri
a do esquema Lagrangeano-Euleriano para leis de 
onser-

vação hiperbóli
as não-lineares é 
hamada por [13℄ de LEH2 (Esquema de Diferenças

Finitas Lagrangeano-Euleriano) e é dado 
omo segue:

Sn+1
j =

1

4
(Sn

j−1 + 2Sn
j + Sn

j+1)−
k

2h
(F (Sn

j+1)− F (Sn
j−1)), (3.6)

onde, k = kn
e a 
ondição CFL (veja, [13℄) é dada por:

maxj |F
′(Sn

j )
k

h
| ≤

21/2

2
. (3.7)

A equação (3.6) pode ser es
rita também na forma 
onservativa:

Sn+1
j = Sn

j −
k

h
(F̄ (Sn

j , S
n
j+1)− F̄ (Sn

j−1, S
n
j )), (3.8)

onde,

F̄ (Sn
j , S

n
j+1) =

1

4
[
h

k
(Sn

j − Sn
j+1) + 2(F (Sn

j+1) + F (Sn
j ))]. (3.9)

Uma extensão desse esquema (LEH2) foi feita em [13℄ para os 
asos em que a função

de �uxo F apresenta des
ontinuidade em relação à variável espa
ial z. Assim, a equação
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passa a ser dada por:

Sn+1
j =

1

4
(Sn

j−1 + 2Sn
j + Sn

j+1)−
k

2h
(F (zj+1, S

n
j+1)− F (zj−1, S

n
j−1)), (3.10)

onde, F (zj−1, S
n
j−1) e F (zj+1, S

n
j+1) são os �uxos des
ontínuos asso
iados a 
onsistên
ia

do �uxo numéri
o, veja [4, 22]. É importante desta
ar que tanto (3.6), quanto (3.10),

podem ser es
ritas na forma 
onservativa e são en
ontradas em [13℄. Em termos de

implementação, quando a função de �uxo é des
ontínua torna-se ne
essário uma aproxi-

mação da mesma que seja 
apaz de 
aptar, numeri
amente, tal des
ontinuidade. Assim,

em en
ontram-se duas formas para esta aproximação. Neste trabalho, será 
onsiderada

apenas a seguinte:

F n
j = F (zj , S

n
j ) =



















f(Sn
j ), j < 0,

1

2
[f(Sn

j ) + h(Sn
j )] +

1

2
{fmax, hmin}, j = 0,

h(Sn
j ), j > 0,

(3.11)

onde, f(Sn
j ) e h(Sn

j ) são as funções de �uxo numéri
a à esquerda de j = 0 e à direita,

respe
tivamente. Já fmax = f(max{s∗f , S
n
1 }) e hmin = h(min{s∗h, S

n
−1}), sendo s∗f e s∗h os

pontos de máximo de f e h, nessa ordem. Caso s∗f e s∗h sejam pontos de mínimo veja

[24]. Considera-se 
omo z = 0 o 
orrespondente a j = 0 na malha. Na seção seguinte são

expostas as equações dis
retas para o 
aso de leis de balanço, onde as mesmas são obtidas

a partir de um pro
esso análogo ao 
aso das leis de 
onservação hiperbóli
as.

3.3 O esquema Lagrangeano-Euleriano para Leis de Ba-

lanço

Nesta seção apresentam-se a propriedade "well-balan
ed" e a equação dis
reta para

resolução de leis de balanço. Tal propriedade "well-balan
ed" pode ser enun
iada, for-

malmente, 
omo segue. Considere a lei de balanço, tal 
omo:

∂

∂t
(s) +

∂

∂z
F (s) = Q(s), (3.12)

denota-se sǫ a solução esta
ionária, que satisfaz a equação;

∂

∂z
F (sǫ) = Q(sǫ) (3.13)

diz-se que um esquema numéri
o é "well-balan
ed", se ele satisfaz, plenamente, uma

versão dis
reta da equação de equilíbrio (3.13). Se um método é "well-balan
ed", o
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erro de trun
amento de soluções perto do estado de equilíbrio não pode ser maior que

s(z, t)− sǫ(z).

Considere o PVI:



















∂

∂t
(s) +

∂

∂z
F (s) = Q(s), em Ω

s(z, 0) = s0(z),

(3.14)

onde, se assume que

∫ ∫

Dn
j
Q(s)dzdt < ∞. Es
revendo a primeira equação de (3.14) na

forma divergente, tem-se:

∇t,z ·

[

s

F (s)

]

= Q(s), em Ω. (3.15)


om s(z, 0) = s0. Utilizando os mesmos argumentos que na seção anterior para leis de


onservação hiperbóli
as, isto é, es
reve-se (3.15) sobre um espaço- tempo lo
almente


onservativo e apli
a-se o teorema da divergên
ia na forma dis
reta da equação (3.15)

para um � tubo-integral� e logo depois re
orre-se aos limites xn
j (t), tem-se:

∫ z̄n+1

j+1/2

z̄n+1

j−1/2

s(z, tn+1)dz =

∫ znj+1

znj

s(z, tn)dz +

∫ ∫

Dn
j

Q(s)dzdt. (3.16)

A equação (3.16) pode ser vista 
omo a relação de 
onservação lo
al para a lei de

balanço, assim, usa-se a mesma para de�nir a solução sobre a malha não-uniforme:

S̄n+1
j =

1

hn+1
j

∫ z̄n+1

j+1/2

z̄n+1

j−1/2

s(z, tn+1)dz =
1

hn+1
j

[

∫ znj+1

znj

s(z, tn)dz +

∫ ∫

Dn
j

Q(s)dzdt
]

, (3.17)

e sua asso
iada projeção sobre a malha original (uniforme),

Sn+1
j =

1

h

[

(
h

2
+ gnj k)S̄

n+1
j−1 + (

h

2
− gnj k)S̄

n+1
j

]

. (3.18)

De(3.17) e (3.18), 
onsegue-se obter a seguinte equação dis
reta para o esquema tipo

diferenças �nitas, 
hamado em [13℄ de LEB2 (Esquema de Diferenças Finitas Lagrangeano-

Euleriano para Leis de Balanço):

Sn+1
j =

1

4
(Sn

j−1 + 2Sn
j + Sn

j+1)−
k

2h
(F (Sn

j+1)− F (Sn
j−1))+

+
1

h
[
1

h
(
h

2
+ gnj k)

∫ ∫

Dn
j−1

Q(s(z, t))dzdt +
1

h
(
h

2
− gnj k)

∫ ∫

Dn
j

Q(s(z, t))dzdt],
(3.19)
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om CFL dado por:

max{maxj{F
′(Sj)}, max{gnj }}k

h
≤

21/2

2
. (3.20)

Claramente, o ponto 
have aqui é 
omo 
on
eber uma dis
retização de 
erta maneira

que mantenha um equilíbrio pre
iso entre o gradiente da função de �uxo e o termo fonte.

Para a hipótese de que Q é uma função explí
ita apenas de z e t, [13℄ apresenta dois

métodos numéri
os de integração (método dos trapézios e do ponto médio) que permite

manter tal equilíbrio. Neste trabalho utiliza-se apenas a aproximação através do método

do ponto médio, porém detalhes de 
omo obter a fórmula e também para método dos tra-

pézios pode ser en
ontrado em [13℄. O termo

∫ ∫

Dn
j−1

Q(s(z, t))dzdt pode ser aproximado

por:

∫ ∫

Dn
j−1

Q(s(z, t))dzdt ≃ khQ
(

znj +
1

2
(gnj k + h), tn +

k

2

)

. (3.21)

A seguir são des
ritos breves 
omentários sobre a implementação utilizada para vali-

dação do 
ódigo 
omputa
ional.

3.4 Implementação

Os métodos numéri
os de diferenças �nitas apresentados LEH2 e LEB2 são méto-

dos numéri
os explí
itos

1

os mesmos não apresentam grandes di�
uldades em termos de

implementação, entretanto é ne
essário que a 
ondição CFL seja atendida para garantir

a estabilidade do método. Na Figura 3.3 en
ontra-se o diagrama do algoritmo 
omputa-


ional para resolução de PVI 
om o auxílio dos métodos LEH2 e LEB2.

Os algoritmos 
omputa
ionais desenvolvidos no presente trabalho seguem a mesma

metodologia e o pro
edimento numéri
o que podem ser visto 
onforme o diagrama de

blo
os na Figura 3.3. Além deste, são apresentados dois algoritmos (veja anexo) que

permitem uma melhor 
ompreensão da implementação do método. Todos os 
ódigos

forma implementados em MATLAB

R©
.

Uma observação a ser feita tanto para implementação de LEH2 e LEB2 é que quando

a função de �uxo F (s) é des
ontínua, faz-se ne
essário o uso de um �uxo numéri
o 
on-

1

Classi�
am-se os métodos numéri
os para resolução de equações diferen
iais em dois grupos: métodos

explí
itos e métodos implí
itos. Os métodos explí
itos, normalmente, são mais simples de serem imple-

mentados 
omputa
ionalmente, porém possuem 
ritérios de estabilidade mais restritivos, por exemplo a


ondição CFL. Os métodos implí
itos apesar de possuírem um grau de di�
uldade maior em termos de

implementação, são menos restritivos [14℄.
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Início

Geração da
Malha

Condições Iniciais

Passo de tempo

Tempo
<=Tempo
Final

Método LEH2 ou
Método LEB2

Fim

Sim

Não

Figura 3.3: Algortimo 
omputa
ional para resolução de problemas de Cau
hy 
om o

auxílio dos esquemas LEH2 e LEB2.
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sistente do tipo (3.11) que 
apture tal des
ontinuidade. A seguir são apresentados três

exemplos para validação do 
ódigo 
omputa
ional 
ujas soluções são 
onhe
idas em lite-

ratura.

3.5 Validação do Código

Para validar o 
ódigo 
omputa
ional implementado para os métodos LEH2 e LEB2

são apresentados dois exemplos; o primeiro é a equação de Bu
kley-Leverett sem gra-

vidade, o segundo uma lei de 
onservação 
om função de �uxo 
�n
ava-
onvexa não-

mónotona. Para ambos os 
asos as soluções numéri
as são "
omparadas" 
om as analí-

ti
as entrópi
as, as quais são obtidas pela 
onstrução geométri
a baseada no 
ritério de

entropia de Oleinik. Um ter
eiro e último exemplo para validação, apresenta uma fun-

ção de �uxo des
ontínua, o que em termos de implementação representa uma di�
uldade

numéri
a similar ao problema estudado neste trabalho. Após o pro
esso de validação


onseguimos veri�
ar que o 
ódigo 
omputa
ional está fun
ionando de maneira e�
iente

e assim podemos utilizar a mesma estrutura de implementação para nosso problema, que

a
res
enta um termo fonte singular que deverá ser regularizado de maneira 
onveniente.

• Equação de Bu
kley-Leverett

Considere o Problema de Riemann (2.16) 
om �uxo dado por:

F (s) =
s2

s2 + a(1− s)2
, 
om s ∈ [0, 1] (3.22)

A 
onstante �a� representa a razão entre as vis
osidades dos �uidos imis
íveis [1, 5]. Esta

equação é 
onhe
ida 
omo a Equação de Bu
kley-Leverett. Consideram-se dois Problemas

de Riemann para validar o 
ódigo 
omputa
ional:

PR− 1 : s0(z, t = 0) =

{

1, z < 0,

0, z > 0,
(3.23)

PR− 2 : s0(z, t = 0) =

{

0, z < 0,

1, z > 0.
(3.24)

É 
onhe
ido que as soluções desses problemas de Riemann podem-ser obtidas a partir

da 
onstrução 
lássi
a de Oleinik, 
omo mostrado na Figura 3.4.
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(a)                                                                                                  (b)

Figura 3.4: Construção da solução entrópi
a através da envoltória 
onvexa para o PR-1
em (a) e envoltória 
�n
ava para o PR-2 em (b).

As velo
idades dos 
hoques são determinadas pela 
ondição de salto de Rankine-

Hugoniot (2.14) e 
oin
idem 
om a in
linação das retas desenhadas na Figura 3.4, en-

quanto as velo
idades presentes nas ondas de rarefações são dadas por F ′(s) quando s

per
orre o intervalo [s2, 1] em (a) e s ∈ [0, s1] em (b).

Na Figura 3.5 apresentam-se tanto as soluções analíti
as entrópi
as quanto as numé-

ri
as obtidas 
om o esquema LEH2 implementado no presente trabalho.

Per
ebe-se que numeri
amente o esquema apresenta 
onvergên
ia para a solução en-

trópi
a. O mesmo foi 
apaz de 
apturar as ondas de 
hoque 
om boa pre
isão. A seguir

expõe-se um outro 
aso 
uja solução analíti
a é 
onhe
ida.

• Fluxo 
�n
avo-
onvexo não-monótono

Outro exemplo para validação pode ser dado resolvendo o problema de Riemann (2.16)


om a seguinte função de �uxo:

F (s) = 0, 5(e−25(s−0,5)2 + 8(s− 0, 5)2), 
om s ∈ [0, 1]. (3.25)

Este segundo exemplo, diferentemente, do anterior apresenta função de �uxo não-

monótona, porém por se tratar de um �uxo 
ontínuo pode-se também utilizar a 
onstrução

de Oleinik e obter o per�l da solução analíti
a entrópi
a. Na Figura 3.6, en
ontra-se a
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(a)                                                                                                             (b)

(c)                                                                                                           (d)

Figura 3.5: Comparação das soluções numéri
as e analíti
as. Os 
asos (a) e (b) 
orres-
pondem ao PR-1 em distintos tempos t = 0.25 e t = 0.5, respe
tivamente. Os 
asos (c) e
(d) 
orrespondem ao PR-2 nos tempos t = 0.25 e t = 0.5. Foi utilizado CFL = 0.3 e 256
nodos.
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onstrução da envoltória 
onvexa para os seguintes dados de Riemann:

PR− 3 : s0(z, t = 0) =

{

0.8, z < 0,

0.2, z > 0,
(3.26)
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Figura 3.6: Construção da envoltória 
onvexa através do grá�
o da função de �uxo (3.25)

para o PR− 3.

Do ponto de vista numéri
o per
ebe-se novamente, que o método está 
onvergindo

para a solução entrópi
a, 
omo no 
aso anterior. Os 
hoques estão se propagando 
om

velo
idades esperadas de a
ordo 
om a 
ondição de Rankine-Hugoniot e as velo
idades das

ondas de rarefações são dadas por F ′(s) para s ∈ [s2, s1]. Na Figura 3.7, apresentam-se

as soluções numéri
a e analíti
a para 
ondição ini
ial de s0l = 0, 8 e s0r = 0, 2.

• Função de �uxo des
ontínua

O último exemplo usado para a validação do 
ódigo tem 
omo semelhança ao nosso

modelo uma des
ontinuidade no �uxo em relação à variável espa
ial. Este exemplo pode

ser interpretado 
omo um experimento idealizado para o es
oamento de dois �uidos na

verti
al em um meio poroso, onde este é 
onstituído por dois tipos diferentes de ro
ha,

tal fato 
ria uma des
ontinuidade em z = 0 [22, 24]. A parte superior é modelada 
om a

função Fl, enquanto a inferior 
om a função Fr. Tais funções são de�nidas 
omo segue:

Fl(s) =
50s2(5(1− s)2)

50s2 + 5(1− s)2
, z < 0, (3.27)

Fr(s) =
10s2(20(1− s)2)

10s2 + 20(1− s)2
, z > 0. (3.28)
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(a)                                                                                                             (b)

Figura 3.7: Comparação das soluções numéri
as e analíti
as. Para os 
asos (a) e (b),
utiliza-se CFL = 0.68 e 256 nodos, sendo que para (a) a solução foi obtida para um

tempo de 0.3, enquanto para (b) t = 0.6.

Os grá�
os para estes dois �uxos podem ser vistos na Figura 3.8. Uma solução

analíti
a para este problema pode ser obtida por uma extensão do método de Oleinik

"
one
tando"de maneira 
onveniente os dois �uxos, ver Kaass
hieter [8℄. Na mesma

�gura apresenta-se a 
onstrução geométri
a da solução para os dados de Riemann do tipo

(3.23).
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x
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F
)

Figura 3.8: Grá�
o para as funções Fl e Fr e extensão da 
onstrução 
lássi
a de Oleinik

segundo Kaass
hieter [8℄.

Em termos de solução numéri
a, 
ompara-se a obtida pelo método LEH2 
om a que

se faz presente no trabalho de [13℄.

Os bons resultados obtidos nos três exemplos apresentados, mostram que o 
ódigo


omputa
ional está obtendo as soluções que são esperadas pela literatura, assim pode-



3.5 Validação do Código 47

(a)                                                                                                             (b)

Figura 3.9: Comparação das soluções numéri
as e analíti
as. Para os 
asos (a) e (b)
utilizamos CFL = 0.1 e 513 nodos, sendo que para (a) a solução foi obtida para um

tempo de 0.5, enquanto para (b) t = 1.

se utilizar da mesma estrutura do algoritmo 
omo base para a resolução numéri
a do

problema proposto no presente trabalho. No 
apítulo a seguir faz-se a apresentação do

modelo para des
rever o es
oamento verti
al bifási
o sobre a ação do termo fonte do tipo

delta de Dira
.



Capítulo 4

O Modelo

Neste 
apítulo apresenta-se um modelo matemáti
o para estudar um es
oamento bi-

fási
o em um meio poroso homogêneo, 
onsiderando além da ação da gravidade um termo

de fonte singular. Para obtenção do modelo faz-se uma dedução similar a apresentada

em [1℄ e utiliza-se as mesmas notações en
ontradas em Rodríguez-Bermudez [1℄, o qual

estudou um es
oamento trifási
o levando em 
onsideração a presença da gravidade, mas

sem termo fonte. No presente trabalho tem-se interesse em estudar apenas o es
oamento

entre dois �uidos imis
íveis, exemplo água (w) e óleo (o), 
onsiderando apenas uma úni
a

dimensão espa
ial (eixo verti
al z). Na segunda parte deste 
apítulo faz-se um pro
esso

de adimensionalização da equação obtida para �ns de estudo semianalíti
o e numéri
o.

4.1 Modelo Matemáti
o

Modelos matemáti
os para estudar es
oamentos em reservatórios de petróleo têm

sido desenvolvidos a partir do sé
ulo XIX, Chen [1, 5, 23℄. O es
oamento bifási
o para

�uidos em meios porosos pode ser modelado por uma lei de balanço de massa e uma

equação de 
onservação de momentum, sendo que esta para meios porosos é dada na

forma da lei de Dar
y. No presente trabalho 
onsidera-se o es
oamento de dois �uidos

em um meio poroso homogêneo, veja Dake [2℄, e a presença da ação da a
eleração da

gravidade (g), 
onsiderando assim que o reservatório se en
ontra na posição verti
al. É


onsiderado também a presença de um termo de fonte do tipo δ de Dira
, que representa

uma injeção pontual no ponto z = 0. Para o desenvolvimento do modelo são 
onsideradas

as seguintes hipóteses: o es
oamento é isotérmi
o; a porosidade do meio é 
onstante, veja

Dake [2℄; o �uido o
upa todo o espaço poroso da ro
ha; as fases são imis
íveis; os efeitos

de 
ompressibilidade das fases e da ro
ha e os efeitos de pressão 
apilar entre as fases são
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desprezados. Assim, baseados nessas hipóteses, pode-se es
rever as seguintes equações

no sistema de 
oordenadas 
artesianas para que a força gravita
ional aponte na mesma

direção que o eixo positivo de z [13].

A equação de balanço de massa para 
ada fase i = w, o [11]:

∂

∂t
(φρisi) +

∂

∂z
(ρivi) = Qi. (4.1)

onde:

Qi = ρiqiδ(z). (4.2)

Onde, φ é a porosidade, ρi, si, vi, representam: a densidade, a saturação e a velo
idade; da

fase i, respe
tivamente. Onde, qi é uma 
onstante positiva que representa a frequên
ia de

injeção, Qi é o termo fonte e z 
omo já men
ianada é a variável espa
ial 
ujo eixo positivo

aponta para baixo, portanto em nossa 
onvenção ondas 
om velo
idades positivas viajam

para baixo, enquanto ondas 
om velo
idades negativa para 
ima.

A lei de Dar
y para 
ada fase i = w, o:

vi = −K
ki
µi

(∇pi − ρigez). (4.3)

Onde, K representa a permeabilidade absoluta da ro
ha, ki, µi, pi representam a perme-

abilidade relativa, a vis
osidade e a pressão, da fase i, respe
tivamente. O termo g é a

a
eleração da gravidade e ez um vetor unitário 
om sentido positivo para baixo. Assume-

se que as permeabilidades relativas ki são funções das saturações. O meio é totalmente

saturado, isto é,

∑

si = 1, para i = w, o. E por simpli
idade 
onsidera-se as vis
osidades

µi, i = w, o 
onstantes.

Pode-se de�nidir também as sequintes equações:

λi =
ki
µi
, para i = w, o; λ =

∑

λi, (4.4)

fi =
λi

λ
, para i = w, o; v =

∑

vi; (4.5)

onde, as funções λi e fi são a mobilidade e função de �uxo fra
ionária 
orrespondente

para 
ada fase i, respe
tivamente. Tem-se λ representando a mobilidade total e v a

velo
idade total de Dar
y [1℄. Nota-se de (4.5) que

∑

fi = 1 para i = w, o. Dá hipótese

de negligen
iar a pressão de 
apilaridade tem-se pi = pj . Ao substituir (4.3) em (4.5) e

realizar alguns 
ál
ulos obtém-se que:

vi = vfi +Kλifiρijgez, (4.6)
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onde, ρij = ρi−ρj para as fases i e j, é importante desta
ar que a velo
idade é dada para


ada fase, i 6= j [1℄. Outro fator importante a ser desta
ado é que a velo
idade para 
ada

fase depende da velo
idade total de Dar
y v, esta pode ser determinada abaixo utilizando

a lei de balanço de massa.

Como na hipótese foi 
onsiderado que a densidade é 
onstante para 
ada fase i = w, o

e a porosidade φ também a equação de balanço de massa pode ser es
rita da sequinte

forma:

φ
∂

∂t
(si) +

∂

∂z
(vi) = qiδ(z). (4.7)

Ao somar (4.7) para a fase i = w 
om i = o, obtém-se:

φ
∂

∂t
(sw + so) +

∂

∂z
(vw + vo) = (qw + qo)δ(z), (4.8)


omo o meio é totalmente saturado sw + so = 1 e de (4.5) 
hega-se que:

∂v

∂z
= qδ(z), (4.9)

onde, q =
∑

qi para i = w, o. Ao integrar (4.9) em relação a z e tomar 
omo base a teoria

das distribuições de S
hwartz [24℄, 
hega-se a:

v(z) = qH(z) + d, (4.10)

onde, H(z) é a função de Heaviside e d uma 
onstante de integração.

H(z) =

{

0, z < 0,

1, z > 0,
(4.11)

Ao (4.10) em (4.6), obtém-se:

vi = [qH(z) + d]fi +Kλifiρijgez, (4.12)

Ao substituir (4.5) em (4.12) e tomar em 
onta as de�nições em (4.4) e (4.12), 
hega-se

ao modelo proposto a ser estudado nesse trabalho na forma dimensional:

φ
∂

∂t
(si) +

∂

∂z
(Fi(z, si)) = qiδ(z), para i = w, o. (4.13)

Com função de �uxo dada por,

Fi(z, si) = (qH(z) + d)
λi

λ
+Kλi

λj

λ
ρijgez. (4.14)
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Para a 
onstrução das soluções analíti
as e para implementação numéri
a faz-se ne
es-

sário adimensionalizar (4.13) e (4.14) para que as variváeis estejam 
ompreendidas dentro

de um 
erto intervalo.

4.2 Adimensionalização

O pro
esso de adimensionalização da equação (4.13) e da função de �uxo (4.14), além

de fa
ilitar a análise da presença do termo dominante na função de �uxo, faz 
om que

as variáveis �quem "normalizadas" e seus valores passam a se situar entre 
ertos limites

pres
ritos [25℄. No presente trabalho faz-se um pro
esso de adimensionalização similar ao

feito por Rodríguez-Bermúdez [1℄. Denota-se por Kref [m2] 
omo a permeabilidade abso-

luta de referên
ia, vref [m/s] a velo
idade de referên
ia para o problema, ρref [Kg/m3] a

densidade de referên
ia, L [m] o 
omprimento de referên
ia, µref [Kg m−1s−1] a vis
osi-

dade de referên
ia. As variáveis adimensionais são representadas abaixo 
om um "̃ ".

t̃ =
tvref
Lφ

, x̃ =
x

L
, ṽ =

v

vref
, K̃ =

K

Kref

, d̃ =
d

vref
, q̃ =

q

vrefL
; (4.15)

λ̃i = λiµref , ρ̃i =
ρi
ρref

, µ̃i =
µi

µref

, q̃i =
qi
vref

, para i = w, o. (4.16)

Pode-se es
olher as variáveis de referên
ia de várias maneiras, porém 
omo tem-se

interesse aqui em não negligen
iar o termo gravita
ional, pode-se adotar vref =
Krefρrefg

µref

[1℄. E assim, ao substituir as variáveis adimensionais a
ima em (4.13) e (4.14) obtém-se

a seguinte equação:

∂

∂t̃
(si) +

∂

∂z̃
(Fi(z̃, si)) = q̃iδ(z̃), para i = w, o. (4.17)

Com função de �uxo dada por:

Fi(z̃, si) = (q̃H(z̃) + d̃)
λ̃i

λ̃
+ K̃λ̃i

λ̃j

λ̃
ρ̃ijgez. (4.18)

Pode-se a partir de agora omitir o "̃ " e trabalhar 
om a equação apenas na forma

adimensional. A função de �uxo (4.18) não apresenta dependên
ia explí
ita da saturação

(veja, [1, 5, 8℄) mas 
omo a permeabilidade relativa é função, uni
amente, da saturação,

ou seja, ki = ki(si) para i = w, o.
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4.3 Permeabilidade Quadráti
a

Nesse trabalho, assim 
omo em Rodríguez-Bermúdez [1℄ restringe-se a análise para

o modelo 
om permeabilidade quadráti
a, pois 
om esta es
olha 
onsegue-se desta
ar

os fen�menos de interesse e evitar ao mesmo tempo análises 
ompli
adas. Portanto,

expli
itamente, a mobilidade de 
ada fase depende somente da saturação da fase e é

quadráti
a, i.e.,

λi(si) =
s2i
µi

, para i = w, o; λ =
∑ s2i

µi

, para i = w, o. (4.19)

Por �m, ao substituir (4.19) em (4.17) e (4.18) e 
onsiderar o fato de o meio ser

totalmente saturado (e portanto uma das equações pode ser des
onsiderada), 
onsegue-se

es
rever o modelo 
omo apenas uma equação da seguinte forma para a fase i = w:

∂

∂t
(sw) +

∂

∂z
Fw(z, sw) = qwδ(z). (4.20)

Com função de �uxo dada por:

Fw(z, sw) =

(qH(z) + d)(sw)
2

µw
+

(sw)
2(1− sw)

2ρwo

µwµo

(sw)
2

µw
+

(1− sw)
2

µo

, (4.21)

Ressalta-se que 
om o auxílio da equação de estado so = 1−sw, é possível demonstrar

que a equação para a fase w é a mesma que a para a fase o, portanto a partir daqui só

será utilizada a equação para uma fase no 
aso s = sw.

O numerador da função de �uxo (4.21) é 
omposto por duas partes, onde uma delas

é 
onsequên
ia da presença do termo gravita
ional, e pode ser es
rita 
omo:

G(sw) =
(sw)

2(1− sw)
2ρwo

µwµo
. (4.22)

No presente trabalho, será 
onsiderado G(sw) 6= 0, portanto o 
aso em que ρwo = 0

não será analisado, pois se estaria 
onsiderando os �uidos 
om mesma densidade e o

es
oamento nesse 
aso seria puramente 
onve
tivo, ver [1℄, em tal 
aso todas as ondas

teriam velo
idades positivas e a solução do problema de Riemann, mesmo 
om o termo

fonte δ de Dira
 seria trivial. A seguir são 
onstruídas as soluções de Riemann para o

modelo proposto no presente 
apítulo, 
ertas di�
uldades apare
em devido a presença da

função de Heaviside e do termo fonte singular.



Capítulo 5

Construção da Solução Analíti
a para o

Problema de Riemann

No presente 
apítulo serão obtidas as soluções de Riemann para a (4.20), utilizando

para isto uma extensão da 
onstrução geométri
a de Oleinik, que nos permite 
onstruir

os per�s esquemáti
os das soluções mesmo 
om a presença da des
ontinuidade da função

de �uxo em relação à variável espa
ial, obtendo assim, a solução em todo o domínio.

Em geral, 
omo 
onsequên
ia de uma des
ontinuidade espa
ial em z = 0 na função

de �uxo, todas as soluções de Riemann irão apresentar um 
hoque esta
ionário. Kaass-


hieter em [8℄ obteve 
ritérios de entropia para tais 
hoques esta
ionários ao estudar um

problema 
om �uxo des
ontínuo que modela o es
oamento bifási
o puramente gravita
io-

nal (ou seja, termos 
onve
tivos devido a gradientes de pressão são des
onsiderados) e sem

termo fonte. No trabalho de Kaass
hieter a des
ontinuidade no �uxo era 
onsequên
ia

da heterogeneidade da ro
ha. No presente trabalho, utiliza-se uma ideia similar as de

Kaass
hieter [8℄, para a obtenção de novos 
ritérios de entropia para o problema proposto

no 
apítulo 4 de injeção pontual em z = 0 em um es
oamento bifási
o 
om gravidade

e termos 
onve
tivos por gradientes de pressão modelado pela lei de balanço (4.20) 
om

função de �uxo des
ontínua dada por (4.21). Dado que não são apresentadas as pro-

vas desses 
ritérios de entropia utilizados, enun
iam-se tais resultados em forma de duas


onje
turas.

5.1 A Função de Fluxo

A 
onstrução geométri
a 
lássi
a de Oleinik para problemas de Riemann 
om funções

de �uxo 
ontínuas é feitas através das 
onstruções das envoltória 
�n
avas ou 
onvexas
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ou 
ombinações destas, ou seja, as soluções são obtidas a partir da relação entre os dados

ini
iais e do grá�
o da função de �uxo [7, 19]. No problema estudado no presente trabalho,

a função de �uxo dada por (4.21), devido à presença da função de Heaviside

(

H(z)
)

,

apresenta uma des
ontinuidade em z = 0. Pode-se es
rever tal função de �uxo da seguinte

forma:

F (z, sw) =

{

Fl(sw), z < 0,

Fr(sw), z > 0,
(5.1)

onde,

Fl(sw) =

[d]s2w
µw

+
s2w(1− sw)

2ρwo

µwµo

(sw)
2

µw
+

(1− sw)
2

µo

, (5.2)

Fr(sw) =

[q + d]s2w
µw

+
s2w(1− sw)

2ρwo

µwµo

(sw)
2

µw

+
(1− sw)

2

µo

. (5.3)

Gra�
amente tem-se a situação apresentada na Figura 5.1 
om Fr(sw) > Fl(sw) para

todo sw ∈ (0, 1). Para fa
ilitar a notação omite-se daqui para frente o subíndi
e w.
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Figura 5.1: Fluxos Fl e Fr para o modelo proposto. O grá�
o F versus s pode ser

interpretado 
omo se F fosse de�nida por duas sentenças, onde uma 
urva foi obtida para

z < 0 e outra para z > 0. Para a 
onstrução do grá�
o foram tomados os seguintes

parâmetros: µw = µo = 1, ρw = 1, ρo = 0.1, q = 0.1 e d = 0.15.

Um passo importante para 
onstrução geométri
a das soluções de Riemann para o

modelo proposto é identi�
ar a quantidade de pontos de in�exão em Fl e Fr no intervalo
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(0, 1). O método usual para determinar os pontos de in�exão de uma função 
orresponde

a uma tarefa árdua para este 
aso, devido à 
omplexidade das derivadas de tais funções.

Contudo, evidên
ias numéri
as têm 
onduzido à presença de um ou dois pontos de in�exão

em (0, 1). Ao tomar µ = µw = µo, por simpli
idade e após alguns 
ál
ulos, pode-se per-


eber que para |ρwo| > |µd| (ou seja, gravidade dominante), as 
urvas Fl e Fr apresentam

dois pontos de in�exão, enquanto para |ρwo| < |µd| (ou seja, 
onve
ção dominante), ape-

nas um ponto 
ada. Apresenta-se, no presente trabalho, as soluções de Riemann apenas

para o 
aso em que a gravidade é dominante. Este 
aso é mais interessante, pois devido à

presença de dois pontos de in�exão as soluções apresentam um maior número de ondas.

A seguir é apresentada a extensão da 
onstrução geométri
a 
lássi
a de Oleinik, que

nos permite 
onstruir os per�s esquemáti
os das soluções em todo o domínio.

5.2 Construção da Solução Analíti
a Baseado Na Ex-

tensão do Critério de Oleinik

O modelo em estudo é des
rito por (4.20) 
om função de �uxo (4.21). Obviamente,

bus
am-se soluções fra
as de(4.20), isto é equivalente a se 
onsiderar no sentido fra
o que:

st +
(

Fl(s)
)

z
= qwδ(z), z < 0, t > 0,

st +
(

Fr(s)
)

z
= qwδ(z), z > 0, t > 0,

e, para z = 0, s satisfaz a 
ondição de Rankine-Hugoniot; ou seja, para quase todo t,

Fl(Sl) = Fr(Sr), (5.4)

onde, Sl = limz→0− s(z, t) e Sr = limz→0+ s(z, t).

As soluções fra
as podem não ser uni
amente determinadas pela 
ondição ini
ial,

sendo ne
essário um 
ritério adi
ional para se obter a solução �si
amente 
orreta. É

sabido que as restrições usuais para se obter uni
idade (
ondição de Lax ou Oleinik) não

se apli
am na presença de ondas esta
ionárias [12, 26℄. Este fator motiva a bus
a por

um novo 
ritério de entropia que permita obter uma extensão geométri
a da 
onstrução


lássi
a de Oleinik.

Kaass
hieter [8℄, ao estudar as soluções de Riemann para um es
oamento bifási
o


om gravidade em um meio poroso heterogêneo, deparou-se 
om a presença de ondas

esta
ionárias nas soluções. Tal fen�meno era 
onsequên
ia da des
ontinuidade na função
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de �uxo, em relação à variável espa
ial, devido ao fato da porosidade φ não ser 
onstante.

Assim, [8℄ apresentou duas desigualdades de entropia, uma para quando a velo
idade do


hoque σ 6= 0 e outra para σ = 0. Para a primeira 
ondição, Kaass
hieter veri�
ou que

todos os saltos satisfaziam a 
ondição de entropia de Oleinik, portanto para z < 0 e z > 0

os per�s das soluções foram obtidos através da 
onstrução geométri
a de Oleinik.

Apesar de no presente trabalho se estar 
onsiderando um meio poroso homogêneo,

a presença do termo fonte do tipo δ de Dira
 produz uma des
ontinuidade na função

de �uxo. Assim, é de se esperar uma semelhança na estrutura das soluções 
om as do

problema apresentado por [8℄, isto é, na 
omposição das sequên
ias de ondas.

Para o modelo proposto os per�s das soluções de Riemann para z < 0 e z > 0 também

podem ser obtidas através da 
onstrução geométri
a de Oleinik. Entretanto, para o 
aso

em que z = 0 tem-se a presença de uma onda de 
hoque esta
ionária (σ = 0), 
omo a


onstrução geométri
a 
lássi
a de Oleinik não se apli
a nesse 
aso, apresentam-se duas


onje
turas que foram es
ritas 
om base nos teoremas presentes em [8℄ e que permitem

estender a 
onstrução geométri
a de Oleinik para o modelo estudado no presente trabalho.

Dividem-se as 
onstruções das soluções de Riemann em dois 
asos. O primeiro deles

ρwo > 0 que tem 
omo parti
ularidade Fl e Fr apresentarem um ponto de máximo 
ada.

Para o segundo 
aso, ρwo < 0 e Fl e Fr apresentam um mínimo 
ada. Para ambos os


asos Fr(s) > Fl(s) para todo s ∈ (0, 1). Do ponto de vista físi
o do problema, ρwo > 0

representa que a água é mais densa que o óleo, enquanto para ρwo < 0 o óleo é mais

denso que a água. Assim devido aos efeitos gravita
ionais e das diferentes proporções

de saturações ini
iais destes �uidos existem uma grande variedade de soluções a serem


onstruídas.

• Caso 1: ρwo > 0 (Caso em que a água é mais densa que o óleo)

Para este primeiro 
aso apresenta-se uma 
onje
tura que permite estender a 
onstru-

ção geométri
a de Oleinik. Para uma melhor 
ompreensão de tal 
onje
tura de�nem-se

estados relevantes 
omo segue.

• Ml é tal que Fl é 
res
ente em [0,Ml] e de
res
ente em [Ml, 1];

• s0l é o estado ini
ial à esquerda;

• s0r é o estado ini
ial à direita;

• s−r é tal que Fr(s
−

r ) = Fl(Ml), quando s−r ∈ [0,Mr];
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• s+r é tal que Fr(s
+
r ) = Fl(Ml), quando s+r ∈ [Mr, 1];

• s∗r é tal que Fr(s
∗

r) = Fl(s
0
l ), quando F

′

r(s
∗

r) > 0;

• s∗∗r é tal que Fr(s
∗∗

r ) = Fl(s
0
l ), quando F

′

r(s
∗∗

r ) < 0;

• s∗l é tal que Fl(s
∗

l ) = Fr(s
0
r), quando F

′

l (s
∗

l ) > 0;

• s∗∗l é tal que Fl(s
∗∗

l ) = Fr(s
0
r), quando F

′

l (s
∗∗

l ) < 0.

• s1 é tal que
Fl(s1)− Fl(sl)

s1 − sl
= F ′

l (s1).

Além destes estados importantes, utiliza-se uma notação similar a presente em [10] a

�m de des
rever as soluções de Riemann. Assim, denota-se por sl
wave
−−−→ sr para expressar

o fato de que o estado sl é 
one
tado ao estado sr (na direita) por uma onda elementar

do tipo wave. Os tipos de ondas elementares são denotadas 
omo segue.

Nomen
latura para as ondas elementares

• R, se a onda é uma rarefação;

• SH , se a onda é um 
hoque 
om velo
idade não nula (σ 6= 0);

• SC, se a onda é um 
hoque 
uja velo
idade é 
ara
terísti
a à direita, isto é σ =

F ′(sr);

• CS, se a onda é um 
hoque 
uja velo
idade é 
ara
terísti
a à esquerda, isto é

σ = F ′(sl);

• SE, se a onda é um 
hoque estáti
o (σ = 0);

• CSE, se a onda é um 
hoque estáti
o (σ = 0) 
uja velo
idade é 
ara
terísti
a à

esquerda;

• SCE, se a onda é um 
hoque estáti
o (σ = 0) 
uja velo
idade é 
ara
terísti
a à

direita.

Onde:

• Ondas de Choque (SH) são da forma;

SH =

{

sl, z < σt,

sr, z > σt.
(5.5)
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• Onda de Rarefação (R) são da forma;

R(η) =















sl, z ≤ ηlt,

(F ′)−1(η), ηlt < z < ηrt,

sr, z ≥ ηrt.

(5.6)

Com η =
z

t
, ηl := F ′(sl), ηr := F ′(sr) e σ =

F (sr)− F (sl)

sr − sl
. As soluções para z < 0

e z > 0 podem ser obtidas através das 
onstruções das envoltórias 
�n
ava e 
onvexa

(
onstrução 
lássi
a de Oleinik). Para z = 0 tem-se a presença de uma onda de 
hoque

estáti
a, assim as soluções podem ser es
ritas da seguinte forma:

s0l
G.O.E.1

−−−−−−−→ Sl
SE
−−→ Sr

G.O.E.2
−−−−−−−→ s0r.

Onde G.O.E.1 e G.O.E.2 representam dois grupos formados pelas sequên
ias de ondas

elementares, o primeiro deles é 
omposto por ondas 
om velo
idades negativas e o se-

gundo grupo ondas 
om velo
idades positivas. O 
ritério de entropia para determinar as

soluções �si
amente 
orretas e em parti
ular para determinar os estados Sl e Sr que estão


one
tados pelo 
hoque esta
ionário, pode ser enun
iado através da seguinte 
onje
tura.

Conje
tura 5.2.1 (Critério de Entropia) Seja Fl 
res
ente em [0,Ml] e de
res
ente

em [Ml, 1]. Assume-se que Fr(s) > Fl(s) para todo s ∈ (0, 1). Seja s−r ∈ [0,Mr) tal

que Fr(s
−

r ) = Fl(Ml) (
uja existên
ia está garantida pelo fato de que Fl(0) = Fr(0) = 0,

Fr(sr) > Fl(sl) para todo s ∈ (0, 1) e pela 
ontinuidade de Fl e Fr). Seja s+r ∈ (Mr, 1]

tal que Fr(s
+
r ) = Fl(Ml) (s

+
r não ne
essariamente existe). Então, tem-se 
omo soluções

entrópi
as de Riemann as seguintes sequên
ias de ondas:

(a) se Ml ≤ s0l ≤ 1 e 0 ≤ s0r < s+r , então

s0l
G.O.E.1

−−−−−−−→ Ml = Sl
CSE

−−−−−→ Sr = s−r
G.O.E.2

−−−−−−−→ s0r;

(b) se Ml ≤ s0l ≤ 1 e s+r ≤ s0r ≤ 1, então

s0l
G.O.E.1

−−−−−−−→ s∗∗l = Sl
SE

−−−−−→ Sr = s0r ;

(
) se 0 ≤ s0l < Ml e 0 ≤ s0r < s∗∗r , então

s0l = Sl
SE

−−−−−→ Sr = s∗r
G.O.E.2

−−−−−−−→ s0r;
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(d) se 0 ≤ s0l < Ml e s∗∗r < s0r ≤ 1, então

s0l
G.O.E.1

−−−−−−−→ s∗∗l = Sl
SE

−−−−−→ Sr = s0r .

Nota-se através da 
onje
tura (5.2.1) que para o 
aso (a) existem dois grupos de

ondas elementares, o primeiro viajando 
om velo
idade negativa para a esquerda (parte

superior do reservatório) e outro 
om velo
idade positiva para a direita (parte inferior do

reservatório). Para os 
asos (b) e (d) têm-se apenas um grupo viajando 
om velo
idade

negativa para a esquerda (parte superior do reservatório), enquanto em (c) tem-se somente

um grupo que viaja 
om velo
idade positiva (parte inferior do reservatório).

Com o auxílio da 
onstrução geométri
a de Oleinik para z < 0 e z > 0 e da 
onje
tura

(5.2.1), para 
one
tar Sl a Sr, pode-se obter as soluções de Riemann para o modelo

proposto. Dependendo dos dados de Riemann s0l e s0r e da sua lo
alização em relação

aos pontos de in�exão nas funções de �uxo Fl e Fr vários sub
asos podem a
onte
er.

Em forma de exemplo expõem-se as seguintes soluções de Riemann para alguns desses

sub
asos:

(a) se Ml ≤ s0l ≤ 1 e 0 ≤ s0r < s+r , uma sequên
ia de ondas possível é;

s0l
SC

−−−−→ s1
R

−−−→ Ml = Sl
CSE

−−−−−→ Sr = s−r
SH

−−−−−→ s0r ;

veja Figura 5.2(a) e Figura 5.3(a)

(b) se Ml ≤ s0l ≤ 1 e s+r ≤ s0r ≤ 1, uma sequên
ia de ondas possível é;

s0l
SH

−−−−−→ Sl = s∗∗l
SE

−−−−→ Sr = s0r ;

veja Figura 5.2(b) e Figura 5.3(b)

(
) se 0 ≤ s0l < Ml e 0 ≤ s0r < s∗∗r , uma sequên
ia de ondas possível é;

s0l = Sl
SE

−−−−→ Sr = s∗r
SH

−−−−−→ s0r;

veja Figura 5.2(c) e Figura 5.3(c)

(d) se 0 ≤ s0l < Ml e s∗∗r < s0r ≤ 1, uma sequên
ia de ondas possível é;

s0l
SH

−−−−−→ s∗∗l = Sl
SE

−−−−→ Sr = s0r .

veja Figura 5.2(d) e Figura 5.3(d)

Na Figura 5.3 expõem-se os respe
tivos per�s esquemáti
os das soluções (�guras feitas à

mão, onde ondas de rarefação foram representadas por retas).
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Figura 5.2: Construção geométri
a das soluções de Riemann. Os dados ini
iais são dados

por: (a) s0l = 1 e s0r = 0.1; (b) s0l = 0.5 e s0r = 0.9; (c) s0l = 0.35 e s0r = 0.5; (d) s0l = 0.35
e s0r = 0.8, para todos os 
asos foram utilizados os seguintes parâmetros: µw = µo = 1,
ρw = 1, ρo = 0.1, d = −0.15, q = 0.1, qw = 0.01.
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Figura 5.3: Per�l esquemáti
o ilustrativo (
onstruído à mão) das respe
tivas 
onstruções

apresentadas na Figura 5.2 para um tempo �xo t = 1. As ondas de rarefações são

representadas por retas in
linadas em relação aos eixos.
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• Caso 2: ρwo < 0 (Caso em que o óleo é mais densa que a água)

Para este segundo 
aso, tem-se uma situação em que o óleo é mais denso que a

água. Realiza-se um pro
edimento análogo ao do anterior (ρwo > 0) para a 
onstrução

geométri
a das soluções. Para isto de�nem-se os seguintes estados importantes para a

apresentação da 
onje
tura:

• Mr é tal que Fr é de
res
ente em [0,Mr] e 
res
ente em [Mr, 1];

• s0l é o estado ini
ial à esquerda;

• s0r é o estado ini
ial à direita;

• s−l é tal que Fl(s
−

l ) = Fr(Mr), quando s−l ∈ [0,Ml];

• s+l é tal que Fl(s
+
l ) = Fr(Mr), quando s+l ∈ [Ml, 1];

• s∗r é tal que Fr(s
∗

r) = Fl(s
0
l ), quando F

′

r(s
∗

r) > 0;

• s∗∗r é tal que Fr(s
∗∗

r ) = Fl(s
0
l ), quando F

′

r(s
∗∗

r ) < 0;

• s∗l é tal que Fl(s
∗

l ) = Fr(s
0
r), quando F

′

l (s
∗

l ) > 0;

• s∗∗l é tal que Fl(s
∗∗

l ) = Fr(s
0
r), quando F

′

l (s
∗∗

l ) < 0.

• s2 é tal que
Fr(sr)− Fr(s1)

sr − s2
= F ′

r(s2).

Ao utilizar a mesma nomen
latura das ondas elementares do 
aso 1 em que ρwo > 0

e 
onsiderar o fato de que as soluções também apresentam a estrutura dada por:

s0l
G.O.E.1

−−−−−−−→ Sl
SE
−−→ Sr

G.O.E.2
−−−−−−−→ s0r.

Então o 
hoque entrópi
o entre os estados Sl = limz→0− s(z, t) e Sr = limz→0+ s(z, t)

pode ser determinado através da seguinte 
onje
tura:

Conje
tura 5.2.2 (Critério de Entropia) Seja Fr de
res
ente em [0,Mr] e 
res
ente

em [Mr, 1]. Assume-se que Fr(s) > Fl(s) para todo s ∈ (0, 1). Seja s−l ∈ [0,Ml) tal que

Fl(s
−

l ) = Fr(Mr) (
uja existên
ia é garantida pelo fato de que Fr(0) = Fl(0) e Fr(sr) >

Fl(sl) para todo s ∈ (0, 1) e da 
ontinuidade de Fl(s) e Fr(s)). Seja s+l ∈ (Ml, 1] tal

que Fl(s
+
l ) = Fr(Mr) (s

+
l não ne
essariamente existe). Então, tem-se 
omo soluções as

seguintes sequên
ias de ondas:
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(a) se Mr ≤ s0r ≤ 1 e 0 ≤ s0l < s+l , então

s0l
G.O.E.1

−−−−−−−→ s−l = Sl
SCE

−−−−−→ Sr = Mr
G.O.E.2

−−−−−−−→ s0r;

(b) se Mr ≤ s0r ≤ 1 e s+l ≤ s0l ≤ 1, então

s0l = Sl
SE

−−−−→ Sr = s∗r
G.O.E.2

−−−−−−−→ s0r ;

(
) se 0 ≤ s0r < Mr e 0 ≤ s0l < s∗l , então

s0l
G.O.E.1

−−−−−−−→ s∗∗l = Sl
SE

−−−−→ Sr = s0r ;

(d) se 0 ≤ s0r < Mr e s∗l < s0l ≤ 1, então

s0l = Sl
SE

−−−−→ Sr = s∗∗l
G.O.E.2

−−−−−−−→ s0r .

Através da 
onje
tura 5.2.2 nota-se que as soluções podem ser 
ompostas de dois

grupos de ondas elementares separados pela onda esta
ionária, que é o que de fato o
orre

para o 
aso (s). Já em (b) e (d) têm-se apenas um grupo 
om velo
idade positiva viajando

para a direita e em (c) um grupo 
om velo
idade negativa viajando para a esquerda.

Com o auxílio da 
onstrução geométri
a de Oleinik e da 
onje
tura 5.2.2 pode-se

obter as soluções de Riemann para o 
aso em estudo (ρwo < 0). Em forma de exemplo

expõem-se as seguintes soluções de Riemann:

(a) se Mr ≤ s0r ≤ 1 e 0 ≤ s0l < s+l , uma sequên
ia de ondas possível é;

s0l
SH

−−−−−→ s−l = Sl
SCE

−−−−−→ Sr = Mr
R

−−−→ s1
SH

−−−−−→ s0r;

veja Figura 5.4(a) e Figura 5.5(a)

(b) se Mr ≤ s0r ≤ 1 e s+l ≤ s0l ≤ 1, uma sequên
ia de ondas possível é;

s0l = Sl
SE

−−−−→ Sr = s∗r
SH

−−−−−→ s0r;

veja Figura 5.4(b) e Figura 5.5(b)

(
) se 0 ≤ s0r < Mr e 0 ≤ s0l < s∗l , uma sequên
ia de ondas possível é;

s0l
SH

−−−−−→ s∗∗l = Sl
SE

−−−−→ Sr = s0r ;
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veja Figura 5.4(c) e Figura 5.5(c)

(d) se 0 ≤ s0r < Mr e s∗l < s0l ≤ 1, uma sequên
ia de ondas possível é;

s0l = Sl
SE

−−−−→ Sr = s∗∗l
SH

−−−−−→ s0r .

veja Figura 5.4(d) e Figura 5.5(d)

Na Figura 5.5 expõem-se os respe
tivos per�s esquemáti
os das soluções (�guras feitas à

mão, onde ondas de rarefação foram representadas por retas).
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(a)                                                                                                  (b)
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Figura 5.4: Construção geométri
a das soluções de Riemann. Os dados ini
iais são dados

por: (a) s0l = 0.1 e s0r = 1; (b) s0l = 0.8 e s0r = 1; (c) s0l = 0.45 e s0r = 0.25; (d) s0l = 0.8
e s0r = 0.25, para todos os 
asos foram utilizados os seguintes parâmetros: µw = µo = 1,
ρw = 0.1, ρo = 1, d = 0.15, q = 0.1, qw = 0.01.



5.2 Construção da Solução Analíti
a Baseado Na Extensão do Critério de Oleinik 66

−1 −0.5 0 0.5 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

z

s

−1 −0.5 0 0.5 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

z

s

−1 −0.5 0 0.5 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

z

s

−1 −0.5 0 0.5 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

z

s

(a)                                                                                                  (b)
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Figura 5.5: Per�l esquemáti
o das respe
tivas 
onstruções apresentadas na Figura 5.4

para um tempo �xo t = 1.
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Um fato a ser posi
ionado é que em um primeiro momento não se havia utilizado

as 
onje
turas apresentadas para 
onstrução das soluções, e sim uma noção puramente

intuitiva, pois tanto para z > 0 
omo para z < 0, o problema se reduzia a 
onstrução

geométri
a 
lássi
a de Oleinik, pois Fl e Fr são 
ontínuas. Nestas regiões as soluções

eram formadas de 
ombinações de ondas de 
hoques e rarefações [12℄. Heuristi
amente,

era sabido que em z = 0, poderia haver uma onda esta
ionária, que satis�zesse a 
ondição

de Rankine-Hugoniot, 
omo de�nida em (5.4). Assim, gra�
amente se fazia a passagem de

um �uxo Fl para Fr ou vi
e-versa, através de um ponto de máximo (Ml) ou mínimo (Mr).

Esta es
olha ini
ial era insu�
iente para resolver o problema de Riemann, pois existia

uma variedade de dados ini
iais em que não era possível obter a solução por haver uma

in
ompatibilidade de velo
idades. Um exemplo desta 
onstrução e da in
ompatibilidade

pode ser visto na Figura 5.6.
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Figura 5.6: (a) Construção intuitiva do per�l esquemáti
o da solução baseada na extensão

do 
ritério de Oleinik. Para 
ondições ini
iais sl = 1 e sr = 0, 45 a sequên
ia de ondas é

entrópi
a, porém para o 
aso em que s0l = 1 e s0r = 0.8 tal 
onstrução seria impossível. (b)
Per�l da solução para um determinado tempo t = 1, 
om dados ini
iais sl = 1 e sr = 0, 45.

Para o 
aso em que sl = 1 e sr = 0.45 
onstruía-se a solução por um pro
esso análogo à

hipótese (a) da 
onje
tura (5.2). Porém, para o 
aso em sl = 0.8 tal 
onstrução 
onduziria

a uma in
ompatibilidade de velo
idades das ondas, pois após um 
hoque esta
ionário

(σ = 0), haveria um 
hoque 
om velo
idade negativa (σ < 0), o que 
ontradiz a 
onstrução

geométri
a de Oleinik que parte de s0l para s0r em um sentido 
res
ente de velo
idades.

A seguir são expostas as soluções numéri
as obtidas 
om o auxílio do método LEB2

e 
om o algoritmo presente na Figura 3.3. Tais soluções numéri
as são 
omparadas 
om

os per�s das soluções obtidos pela extensão da 
onstrução 
lássi
a de Oleinik.



Capítulo 6

Resultados Numéri
os

Neste 
apítulo serão apresentados os resultados numéri
os obtidos pelo esquema de

diferenças �nitas obtido a partir da abordagem Lagrangeana -Euleriana des
rito no 
apí-

tulo 3 quando utilizado para resolver o problema de Riemann para a equação (4.20) 
om

�uxo (4.21). Na implementação 
omputa
ional do método numéri
o, a
res
enta-se uma

regularização 
onveniente do termo fonte singular 
om base em [15℄. Isto impli
a em uma

aproximação 
ontínua da distribuição δ de Dira
 em relação à malha 
omputa
ional.

Na segunda parte do 
apítulo os resultados numéri
os são expostos e se estabele
e

uma validação dos mesmos 
omparando-os, qualitativamente, 
om os per�s das soluções

entrópi
as obtidas pelo método da 
onstrução geométri
a apresentado no 
apítulo 5. Uma

observação importante é que as soluções numéri
as obtidas pelo método LEB2 servem


omo � evidên
ias numéri
as� de que as 
onje
turas 5.2.1 e 5.2.2 utilizadas na 
onstrução

geométri
a da solução são verdadeiras.

6.1 Regularização do Termo Fonte δ(z)

Segundo [26, 27] a regularização numéri
a de termos singulares é uma té
ni
a im-

portante em muitos pro
essos 
omputa
ionais e tem sido utilizada em uma variedade de

apli
ações. Para o nosso problema, torna-se importante substituir a distribuição δ de

Dira
 por uma função 
ontínua salvo dis
retização e avaliação na malha. Apresentam-se

duas funções regularizadoras de δ, uma linear e uma outra função tipo 
osseno, as quais

satisfazem determinadas 
ondições de momento [26, 27].

De�nição 6.1.1 Diz-se que uma função δε(z) satisfaz a 
ondição de momento de ordem

P (ou que δε(z) ∈ Γp
), se δε tem um suporte 
ompa
to em [−ε, ε], ε = Nh, h = ∆z,
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N > 0 e

Mb(δε, z̄, h) = h

∞
∑

j=−∞

[δε(zj − z̄)](zj − z̄)b =

{

1, b = 0,

0, 1 ≤ b < p,
(6.1)

para algum z̄ ∈ R, onde zj = jh, h > 0, j ∈ Z.

A primeira 
ondição de momento, para b = 0, garante que a �massa� de delta seja

identi
amente 1, independente de mudanças na malha. Segundo [15℄, a pre
isão numéri
a

é determinada pela ordem do momento da aproximação da função delta. Em termos

práti
os podemos de�nir as seguintes aproximações para o delta:

δε(z) =







1

ε
ϕ(

z

ε
), |z| ≤ ε = Nh,

0, |z| > ε = Nh,
(6.2)

onde, δε ∈ C(R), isto é, ϕ(−1) = ϕ(1) = 0. Com esta notação, temos uma função de

regularização δLε linear se tomamos;

ϕL(ξ) = 1− |ξ|, (6.3)

e uma função de regularização do tipo 
osseno δcosε dada por;

ϕcos(ξ) =
1

2
(1 + cos(πξ)). (6.4)

Para ambas as aproximações, a 
ondição de �massa� (ou seja, 
ondição de momento

para b = 0) é 
umprida por N ≥ 1 
om inteiro ε = Nh para a função linear, e por

ε = (N + 1)/2h para a função 
osseno. A 
ondição de momento para b = 1 não é

satisfeita para a aproximação 
om função do tipo 
osseno, portanto a mesma é de ordem

1. Já a função linear pode-se veri�
ar que tem momento de ordem 2 [26].

6.2 Resultados Numéri
os e Dis
ussões

Nesta seção apresentam-se as soluções numéri
as do problemas de Riemann para a

equação (4.20) 
om função de �uxo dado por (4.21) obtidas pelo método de diferen-

ças �nitas LEB2 apresentado no 
apítulo 3 e 
om a regularização linear des
rita a
ima.

Faz-se uma 
omparação em termos qualitativos entre as soluções obtidas pelo esquema

Lagrangeano-Euleriano (LEB2) e aquelas obtidas pelo método de 
onstrução geométri
a

exposto no 
apítulo 5. Dividem-se as soluções em dois 
asos, um em que ρwo > 0 e outro

ρwo < 0.



6.2 Resultados Numéri
os e Dis
ussões 70

• Caso 1: ρwo > 0 (Caso em que a água é mais densa que o óleo)

Para este primeiro 
aso tem-se que a água é mais densa que o óleo, é possível a obtenção

de uma variedade de soluções a partir da evolução no tempo das diferentes proporções de

saturações ini
iais destes �uidos. Nas Figuras 6.1-6.4 são apresentadas do lado esquerdo

as soluções numéri
as obtidas 
om o auxílio do método LEB2 e da regularização (6.3).

Do lado direito das mesmas são expostos os respe
tivos per�s aproximados das soluções

obtidas pelo método analíti
o da extensão da 
onstrução geométri
a de Oleinik 
om a


onje
tura 5.2.1. Expõem-se nas 6.1-6.4 uma maior quantidade de exemplos que no 
apí-

tulo 5. Espe
i�
amente, para 
ada 
aso (a), (b), (c),(d) da 
onje
tura 5.2.1 mostram-se

dois sub
asos.

Na Figura 6.1, tem-se dois exemplos de soluções (i) e (ii), que apresentam 
omo

diferença o estado ini
ial à esquerda s0l , tal fato 
ara
teriza a presença de uma onda

de 
hoque 
om velo
idade negativa a mais em (i) que em (ii). Fisi
amente, per
ebe-se

que devido aos fen�menos 
onve
tivos e pelo fato de se estar 
onsiderando a água mais

densa que o óleo, a mesma tende 
om o passar do tempo a se depositar na parte inferior

do reservatório. Nas Figuras 6.2-6.4, as soluções apresentam apenas grupos de ondas

viajando para uma das partes, superior ou inferior, do reservatório.
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Figura 6.1: Comparação qualitativa entre as soluções numéri
as e os per�s esquemáti
os

obtidos pela extensão da 
onstrução geométru
a. Para os 
asos (i), (ii) têm-se: 513
nodos, t = 1, CFL = 0.8. Os parâmetros são: µw = µo = 1, ρw = 1, ρo = 0.1, d = −0.15,
q = 0.2 e qw = 0.01. Os dados ini
iais para (i) foram s0l = 1 e s0r = 0.01, enquanto para

(ii), s0l = 0.65 e s0r = 0.01. Os dados ini
iais de Riemann tanto para (i) 
omo para (ii)

orrespondem ao 
aso (a) da 
onje
tura 5.2.1. Ml = 0.39 e s+r = 0.62
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Figura 6.2: Comparação qualitativa das soluções numéri
as e analíti
as. Para os 
asos

(i), (ii) têm-se: 513 nodos, t = 1, CFL = 0.8. Os parâmetros são: µw = µo = 1, ρw = 1,
ρo = 0.1, d = −0.15, q = 0.1 e qw = 0.01. Os dados ini
iais para (i) foram s0l = 1
e s0r = 0.62, enquanto para (ii), s0l = 0.45 e s0r = 0.8. Os dados ini
iais de Riemann

tanto para (i) 
omo para (ii) 
orrespondem ao 
aso (b) da 
onje
tura 5.2.1. Ml = 0.39 e

s+r = 0.62
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• Caso 2: ρwo < 0 (Caso em que o óleo é mais denso que a água)

Para este 
aso tem-se que a água é menos densa que o óleo, é possível a obtenção de

uma variedade de soluções, a partir da evolução no tempo das diferentes proporções de

saturações ini
iais destes �uidos. Nas Figuras 6.5-6.8 são apresentadas do lado esquerdo

as soluções numéri
as obtidas 
om o auxílio do método LEB2 e da regularização (6.3).

Do lado direito das mesmas são expostos os respe
tivos per�s aproximados das soluções

obtidas pelo método analíti
o da extensão da 
onstrução geométri
a de Oleinik 
om a


onje
tura 5.2.2. Expõem-se nas 6.5-6.8 uma maior quantidade de exemplos que no 
apí-

tulo 5. Espe
i�
amente, para 
ada 
aso (a), (b), (c),(d) da 
onje
tura 5.2.1 mostram-se

dois sub
asos.

Na Figura 6.5, tem-se dois exemplos de soluções (i) e (ii), que apresentam 
omo

diferença o estado ini
ial à direita s0r, tal fato 
ara
teriza a presença de uma onda de


hoque 
om velo
idade positiva a mais em (i) que em (ii). Fisi
amente, per
ebe-se que

devido aos fen�menos 
onve
tivos e pelo fato de se estar 
onsiderando a água menos densa

que o óleo, o mesmo tende, 
om o passar do tempo, a se depositar na parte inferior do

reservatório.

Na Figura 6.7, �
a evidente uma das relevân
ias do presente trabalho. Caso não

houvesse o per�l esquemáti
o obtido através da 
onstrução geométri
a apresentada no


apítulo 5, poderia-se analisar de maneira equivo
ada a solução para este 
aso tentendo

a interpretar o estado 
onstante da mesma, 
omo os
ilações espúrias após o 
hoque, que

é 
onhe
ido em literatura 
omo "undershoot"[25℄.
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Figura 6.3: Comparação qualitativa das soluções numéri
as e analíti
as. Para os 
asos

(i), (ii) têm-se: 513 nodos, t = 1, CFL = 0.9. Os parâmetros são: µw = µo = 1, ρw = 1,
ρo = 0.1, d = −0.15, q = 0.1 e qw = 0.01. Os dados ini
iais para (i) foram s0l = 0.35
e s0r = 0.5, enquanto para (ii), s0l = 0.05 e s0r = 0.5. Os dados ini
iais de Riemann

tanto para (i) 
omo para (ii) 
orrespondem ao 
aso (c) da 
onje
tura 5.2.1. Ml = 0.39 e

s∗∗r = 0.63 em (i) e s∗∗r = 0.76 em (ii).
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Figura 6.4: Comparação qualitativa das soluções numéri
as e analíti
as. Para os 
asos

(i), (ii) têm-se: 513 nodos, t = 1, CFL = 0.8. Os parâmetros são os mesmos da Figura

6.2. Os dados ini
iais para (i) foram s0l = 0.35 e s0r = 0.8, enquanto para (ii), s0l = 0.1 e

s0r = 0.9. Os dados ini
iais de Riemann tanto para (i) 
omo para (ii) 
orrespondem ao


aso (d) da 
onje
tura 5.2.1. Ml = 0.39 e s∗∗r = 0.63 em (i) e s∗∗r = 0.7 em (ii).
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Figura 6.5: Comparação qualitativa das soluções numéri
as e analíti
as. Para os 
asos

(i), (ii) têm-se: 513 nodos, t = 1, CFL = 0.7. Os parâmetros são: µw = µo = 1, ρw = 0.1,
ρo = 1, d = 0.15, q = 0.15 e qw = 0.01. Os dados ini
iais para (i) foram s0l = 0.01 e s0r = 1,
enquanto para (ii), s0l = 0.01 e s0r = 0.58. Os dados ini
iais de Riemann tanto para (i)

omo para (ii) 
orrespondem ao 
aso (a) da 
onje
tura 5.2.2. Mr = 0.29 e s+l = 0.55.
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Figura 6.6: Comparação qualitativa das soluções numéri
as e analíti
as. Para os 
asos

(i), (ii) têm-se: 513 nodos, t = 1, CFL = 0.7. Os parâmetros são os mesmos da Figura

6.5. Os dados ini
iais para (i) foram s0l = 0.56 e s0r = 1, enquanto para (ii), s0l = 0.7 e

s0r = 1. Os dados ini
iais de Riemann tanto para (i) 
omo para (ii) 
orrespondem ao 
aso

(b) da 
onje
tura 5.2.2. Mr = 0.29 e s+l = 0.55.
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Todas as soluções numéri
as apresentadas nas Figuras 6.1- 6.8 foram obtidas 
om o

auxílio da regularização (6.3). Es
olheu-se tal regularização para obter estas soluções, pois

os resultados obtidos 
om o auxílio desta estão, em termos qualitativos, bem próximos

dos apresentados pela regularização (6.4). Na Figura 6.9 tem-se no lado esquerdo em

(i) a solução en
ontrada 
om a regularização (6.3) e em (ii) 
om a regularização (6.4).

Do lado direito en
ontram-se os respe
tivos per�s esquemáti
os obtidos pela extensão da


onstrução geométri
a de Oleinik.

Em todos os 
asos apresentados as soluções numéri
as apresentam qualitativamente

o mesmo 
omportamente das respe
tivas analíti
as, o que de 
erta forma 
orrobora o fato

de que o método apresenta um bom desempenho para 
apturar ondas esta
ionárias. O uso

da regularização do delta de Dira
 foi de fundamental importân
ia para implementação

do termo fonte, visto que trabalha 
om uma função 
ontínua salvo dis
retização.

Desta
a-se o fato de que as soluções 
onstruídas são as entrópi
as, isto é, são as solu-

ções �si
amente esperadas pelas diferenças de densidades e pelas proporções de saturações

em 
ada uma das misturas separadas pela interfa
e. No 
apítulo seguinte são apresentadas

as 
on
lusões obtidas ao longo do desenvolvimento do presente trabalho.
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Figura 6.7: Comparação qualitativa das soluções numéri
as e analíti
as. Para os 
asos

(i), (ii) têm-se: 513 nodos, t = 1, CFL = 0.6. Os parâmetros são os mesmos da Figura

6.5. Os dados ini
iais para (i) foram s0l = 0.53 e s0r = 0.2, enquanto para (ii), s0l = 0.5 e

s0r = 0.27. Os dados ini
iais de Riemann tanto para (i) 
omo para (ii) 
orrespondem ao


aso (c) da 
onje
tura 5.2.1. Ml = 0.29 e s∗l = 0.58 em (i) e s∗l = 0.56 em (ii).
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Figura 6.8: Comparação qualitativa das soluções numéri
as e analíti
as. Para os 
asos

(i), (ii) têm-se: 513 nodos, t = 1, CFL = 0.8. Os parâmetros são os mesmos da Figura

6.5. Os dados ini
iais para (i) foram s0l = 0.8 e s0r = 0.2, enquanto para (ii), s0l = 0.8 e

s0r = 0.01. Os dados ini
iais de Riemann tanto para (i) 
omo para (ii) 
orrespondem ao


aso (d) da 
onje
tura 5.2.1. Ml = 0.29 e s∗l = 0.58 em (i) e s∗l = 0.6 em (ii).
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Figura 6.9: Comparação entre as regularizações. Para os 
asos (i), (ii) têm-se: 513 nodos,
t = 1, CFL = 0.68. Os parâmetros são: µw = µo = 1, ρw = 1, ρo = 0.1, d = −0.15,
q = 0.1 e qw = 0.01. Os dados ini
iais são s0l = 1 e s0r = 0.45, para ambos os 
asos.



Capítulo 7

Con
lusões e Trabalhos Futuros

7.1 Con
lusões

No presente trabalho foi apresentado um modelo para des
rever o es
oamento bifási
o

verti
al em um meio poroso sob a ação de um termo de fonte singular δ de Dira
 que

representa uma injeção pontual em z = 0. Tal modelo foi des
rito, matemati
amente,

por uma lei de balanço que apresenta função de �uxo não-linear 
�n
ava-
onvexa 
om

uma des
ontinuidade em relação à variável espa
ial 
omo 
onsequên
ia da presença do

termo fonte do tipo δ de Dira
. Dado que o método da 
onstrução geométri
a �
lássi
a

de Oleinik� não se apli
a neste 
aso, utilizou-se uma extensão do mesmo baseados no

trabalho de Kaass
hieter [13] que permitiu a 
onstrução de um novo 
ritério de entropia

próprio para o presente trabalho. Tal 
ritério foi enun
iado em forma de duas 
onje
turas

5.2.1 e 5.2.2 que permite 
onstruir as soluções, �si
amente, 
orretas para o problema de

injeção estudado.

Em primeiro momento, por questões intuitivas era sabido que as soluções seriam 
om-

postas de sequên
ias de ondas elementares, as quais satisfazem o 
ritério de entropia de

Oleinik, para z < 0 e z > 0. Entretanto, pela parti
ularidade de todas as soluções possuí-

rem uma onda esta
ionária uma extensão direta da 
onstrução de Oleinik era insu�
iente.

Do ponto de vista numéri
o foi apresentado um esquema de diferenças �nitas na es-

trutura Lagrangeana-Euleriana, próprio para leis de 
onservação hiperbóli
as (LEH2) e

para leis de balanço (LEB2). Fez-se uma implementação deste método a
res
entando um

tratamento espe
ial de regularização do termo fonte. Para obtenção da solução numé-

ri
a, fez-se em um primeiro momento uma validação do 
ódigo 
omputa
ional utilizando

três exemplos. O método (LEH2) apresentou ótimo 
omportamento 
onvergindo para as

soluções entrópi
as, 
omo por exemplo no 
aso da equação de Bu
klye-Leverett. Após a
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etapa de validação tínha-se a 
ompreensão de que o 
ódigo estava fun
ionando de maneira

e�
iente.

Dentre as di�
uldades numéri
as en
ontradas no trabalho estava a presença de uma

função de �uxo des
ontínua, assim 
omo um termo de fonte singular na forma de δ de

Dira
. Para tratar a des
ontinuidade no �uxo utilizou-se uma função de �uxo numéri
o


onsistente 
apaz de 
apturá-lá, a expressão do �uxo numéri
o foi tomada de Sepúlveda

[22]. E para tratar o termo de fonte sigular, re
orreu-se a um pro
esso de regularização que

permitiu de�nir a "função" delta de maneira 
ontínua em relação à malha 
omputa
ional

(salvo dis
retização) [26].

Em termos gerais para os 
asos estudados o método apresenta bom desempenho sendo


apaz de 
apturar as ondas de 
hoque e rarefação, assim 
omo as ondas esta
ionárias. O

método também resultou efetivo no tratamento do termo fonte singular (δ de Dira
), onde

o pro
esso de regularização tem importante papel. Por �m, a 
omparação qualitativa entre

as soluções numéri
as e os per�s aproximados das soluções analíti
as obtidas pelo método

da 
onstrução geométri
a resultou em um artifí
io de "validar" ambos os resultados.

Desta
a-se as importantes di�
uldades tanto analíti
as quanto numéri
as en
ontradas

no presente trabalho para resolver o problema de injeção. A teoria "
lássi
a" que trabalha


om leis de 
onservação es
alares, não se apli
a quando a função de �uxo é des
ontínua.

Por outro lado, a maioria dos métodos numéri
os "
lássi
os" baseados em diferenças

�nitas não apresentam efetivo 
om �uxos des
ontínuos e tanto pou
o quando há a presença

de termos fontes singulares. Eviden
iando, assim, a importân
ia dos resultados obtidos

no presente trabalho.

7.2 Trabalhos futuros

Por �m, propõe-se o estudo de três tópi
os que possam dar 
ontinuidade ao presente

trabalho.

• Estudar o mesmo modelo para mais de uma dimensão no ponto de vista numéri
o;

• Comparar a solução obtida por outros métodos numéri
os de alta resolução tipo

Godunov;

• Provar as 
onje
turas 
onstruídas no 
apítulo 5.
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ANEXO A -- Método Numéri
o de Diferenças Finitas

e Algoritmos

Os métodos numéri
os utilizados no presente trabalho (LEH2 e LEB2) têm suas


onstruções ini
iais a partir de um volume de 
ontrole na estrutura Lagrangeana, entre-

tanto estes métodos 
hegam a equações dis
retas �nais na estrutura Euleriana, o que os

tornam métodos de diferenças �nitas. Assim, para que o trabalho �que mais autosu�
i-

ente, apresenta-se de maneira breve o método de diferenças �nitas.

A.1 Método de Diferenças Finitas

O método de diferenças �nitas é um método numéri
o de resolução de equações di-

feren
iais. Em termos gerais o método 
onsiste em dis
retizar o domínio através de uma

malha e substituir as derivadas presentes na equação diferen
ial por aproximações, repre-

sentando, assim, esta por equações algébri
as [14℄.

Ini
ialmente, para se estabele
er o método de diferenças �nitas , deve-se 
onstruir

uma malha, que representa um 
onjunto dis
reto de pontos perten
entes ao domínio,

estes pontos são denominados de nodos e a distân
ia entre dois nodos seguidos é denomi-

nado de 
élula. Na Figura A.1, tem-se um exemplo de uma malha unidimensional, 
ujo


omprimento da 
élula é dado por ∆z. Quando ∆z é o mesmo para todas as 
élulas da

malha, tem-se uma malha uniforme, 
aso 
ontrário uma malha não-uniforme [14, 25℄.

Figura A.1: Esquema de uma malha uniforme em 1 dimensão.

A ferramenta bási
a para 
al
ular as aproximações para as derivadas é a série de

Taylor. Assim, se f(z) é uma função que possui derivadas até a ordem n em z, a expansão
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da série de Taylor é dada por:

f(z +∆z) ≃ f(z) +
∂f

∂z
∆z +

∂2f

∂z2
(∆z)2

2!
+ · · ·+

∂n−1f

∂z(n−1)

(∆z)n−1

(n− 1)!
+

∂nf

∂z(n)
(∆z)n

n!
(A.1)

onde o último da equação (A.1) representa o erro da aproximação de f(z + ∆z) pelo

polin�mio de grau (n-1).

A partir da equação (A.1) é possível obter as seguintes fórmulas para representar a

primeira derivada de f(z).

• Fórmula Progressiva

∂f

∂z
=

f(z +∆z)− f(z)

∆z
+O(∆z), (A.2)

onde o termo O(∆z) é erro de trun
amento, que representa o erro devido a aproximar a

primeira derivada por diferenças �nitas.

• Fórmula Regressiva

∂f

∂z
=

f(z)− f(z −∆z)

∆z
+O(∆z), (A.3)

onde o termo O(∆z) é erro de trun
amento.

• Fórmula Centrada

∂f

∂z
=

f(z +∆z)− f(z −∆z)

2∆z
+O(∆z)2, (A.4)

onde o termo O(∆z)2 é erro de trun
amento para aproximação da primeira derivada por

diferença 
entrada. Desta
a-se o fato de o erro para esta fórmula ser menor do que o erro

da fórmula progressiva e regressiva [14, 25℄.

A.2 Algoritmos

OAlgoritmo 1 representa uma possível implementação do método LEH2. O algoritmo

pro
ede da seguinte maneira: primeiramente, uma malha 1D é gerada, a seguir de�nem-se

as 
ondições ini
iais e o passo de tempo a partir da 
ondição CFL, para que seja garantida

a estabilidade do método. A partir dos dados ini
iais é possível obter a solução para um

determinado tempo desejado através de um 
i
lo iterativo. O Algoritmo 2 apresenta uma
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possível representação para o método LEB2. A estrutura deste é análoga ao do método

LEH2, sendo que apresenta 
omo diferença a ne
essidade de determinar uma aproximação

para o termo fonte em 
ada nodo dentro do 
i
lo iterativo.

Desta
a-se o fato de que apesar de os métodos LEH2 e LEB2 terem origem em

volumes de 
ontrole na estrutura Lagrangeana, os métodos 
hegam a equações dis
retas

tipo diferenças �nitas na estrutura Euleriana. Assim, as de�nições de malhas uniformes

e não-uniformes são de grande relevân
ia no pro
esso de 
onstrução dos métodos, entre-

tanto em termos de implementação, pode-se usar por simpli
idade malha uniforme. Para


onstrução dos algoritmos se 
onsidera as entradas e saídas a seguir.

Entradas:

• l: 
omprimento da malha;

• nz: número de nodos da malha;

• S0
: dados ini
iais;

• tn: tempo máximo ("�nal");

• n: número inteiro maior ou igual a 2;

• CFL: 
ondição CFL que satisfaça a estabilidade do método;

Saídas:

• Sn
j : solução numéri
a no tempo t = n e j = 1, 2...nz

• Sesqnj : solução numéri
a para os nodos a esquerda de Sn
j .

• Sdirnj : solução numéri
a para os nodos a direita de Sn
j .

• gnj : linhas de rastreamentos.
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Algoritmo 1 LEH2

1: Comprimento das 
élulas para uma malha uniforme: h = ∆z =
l

nz − 1
;

2: Passo de tempo: k = CFL ∗ h;
3: Enquanto (t ≤ tn)
4: Para j = 1...nz
5: Se j = 1
6: Sesqnj = S0

7: Senão se

8: Sesqnj = Sn
j−1

9: Fim Se

10: Fim Se

11: Fim Para

12: Para j = 1...nz
13: Se j = nz
14: Sdirnj = S0

15: Senão se

16: Sdirnj = Sn
j+1

17: Fim Se

18: Fim Se

19: Fim Para

20: Para j = 1...nz
21: Se j 6= 1 ou j 6= 2 ou j 6= (nz − 1) ou j 6= nz

22: Sn+1
j =

1

4
(Sn

j−1 + 2Sn
j + Sn

j+1)−
k

2h
(F (Sn

j+1)− F (Sn
j−1))

23: Senão se j = 1 ou j = 2 ou j = (nz − 1) ou j = nz
24: Sn+1

j = S0

25: Fim Se

26: Fim Se

27: Fim Para

28: t = t+ h
29: Fim Enquanto

30: Saída Sn+1
j .
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Algoritmo 2 LEB2

1: Comprimento das 
élulas para uma malha uniforme: h = ∆z =
l

nz − 1
;

2: Passo de tempo: k = CFL ∗ h;
3: Enquanto (t ≤ tn)
4: Para j = 1...nz
5: Se j = 1
6: Sesqnj = S0

7: Senão se

8: Sesqnj = Sn
j−1

9: Fim Se

10: Fim Se

11: Fim Para

12: Para j = 1...nz
13: Se j = nz
14: Sdirnj = S0

15: Senão se

16: Sdirnj = Sn
j+1

17: Fim Se

18: Fim Se

19: Fim Para

20: Para j = 1...nz

21: gnj =
F (Sn

j )

Sn
j

22: Fim Para

23: Para j = 1...nz
24: Se j 6= 1 ou j 6= 2 ou j 6= (nz − 1) ou j 6= nz

25: Sn+1
j =

1

4
(Sn

j−1 + 2Sn
j + Sn

j+1) −
k

2h
(F (Sn

j+1) − F (Sn
j−1)) +

1

h
[
1

h
(
h

2
+

gnj k)
∫ ∫

Dn
j−1

Q(s(z, t))dzdt +
1

h
(
h

2
− gnj k)

∫ ∫

Dn
j
Q(s(z, t))dzdt]

26: Senão se j = 1 ou j = 2 ou j = (nz − 1) ou j = nz
27: Sn+1

j = S0

28: Fim Se

29: Fim Se

30: Fim Para

31: t = t+ h
32: Fim Enquanto

33: Saída Sn+1
j .
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