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Resumo

No presente trabalho estuda-se o escoamento bifasico vertical de fluidos imisciveis em
um meio poroso homogéneo sob a¢ao de um termo de fonte singular do tipo ¢ de Dirac,
o qual implica também em uma descontinuidade na funcao de fluxo. Sao considerados os
efeitos da gravidade, enquanto os termos de pressao capilar sao negligenciados. Utiliza-
se como metodologia uma extensao geométrica do critério de entropia de Oleinik para
construir as solugoes analiticas entropicas para uma classe de problemas de Riemann. Do
ponto de vista numeérico, é apresentado e implementado um esquema tipo diferencas finitas
obtido a partir de uma abordagem Lagrangeana-FEuleriana para obtencao das solugoes de
Riemann para o modelo proposto. Por fim, compara-se qualitativamente as solucoes
analiticas com as numéricas. Tal comparacao permite verificar a eficicia do método
na resolucao do problema proposto. O trabalho consiste de uma parte tedrica e outra
numeérica.



Abstract

In this work we study vertical two-phase flow of immiscible fluids in a homogeneous
porous medium under the action of a natural source term of the type ¢ of Dirac, this kind
of source, produces a discontinuity in the flux function. We consider the gravitational
effects on the flow, while the terms of capillary pressure are neglected. Methodology
is used as a geometric extension of Oleinik entropy criterion to construct the analytical
solutions to a class of Riemann problem. From the numerical point of view, it is presented
and implemented a scheme finite differences type obtained from a Lagrangian-Eulerian
approach to obtain the Riemann solutions for the proposed model. Finally, it compares
qualitative analytical solutions with the numerical. This comparison allows you to check
the effectiveness of the method in solving the proposed problem. The work consists of a
theoretical part and another number.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracoes Gerais

No presente trabalho, estuda-se os efeitos produzidos por uma injecao pontual sobre
um escoamento bifasico de fluidos imisciveis num meio poroso. Considera-se que o es-
coamento ocorre em um cilindro muito comprido, estreito e que se encontra na vertical.
Assume-se que os fluidos apresentam massas especificas (densidades absolutas) diferentes
e que o meio é considerado totalmente saturado por estes. Considera-se que no instante
inicial existe uma interface impermeavel em z = 0, a qual separa duas "misturas”, por
exemplo agua e 6leo, com proporgoes de saturagoes diferentes, como pode ser visto na
Figura 1.1. Estuda-se o escoamento apenas proximo a interface, no momento em que
a mesma, desaparece devido ao movimento dos fluidos. Em linguagem matematica, isto
é equivalente a resolver uma classe de Problemas de Riemann para uma lei de balanco
cujo termo fonte é dado na forma de § de Dirac. Como o escoamento é analisado apenas

proximo a interface, as condigoes de contorno sao desconsideradas.

A solugao para estes problemas dependem das propriedades fisicas dos fluidos e da
frequéncia em que é injetada a quantidade de mistura. Assim, a evolucao a partir dos
dados iniciais reflete a disparidade entre as densidades e viscosidades dos fluidos. Nao
obstante, como um primeiro passo para compreender a influéncia do termo fonte junta-
mente com os fendmenos convectivos devido a acao da gravidade se assume em todos os

casos estudados que as viscosidades sao iguais.

As maiores aplicacoes para este trabalho se fazem presente na engenharia de petro-
leo. Devido ao fato da recuperagao avancada de petroleo corresponder a maior etapa de

vida 1util de um reservatorio e, consequentemente, a maior parte do petroleo produzido
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Figura 1.1: Esquema para o reservatorio, onde cada cor representa um fluido. Na parte
superior do reservatorio, por convencao, tem-se z < 0, enquanto na parte inferior z > 0.
E no ponto z = 0 existe uma fonte pontual, que, matematicamente, pode ser representada
por 0(z). Fonte: Rodriguez-Bermudez [1].

mundialmente existe um interesse tanto do ponto de vista energético, quanto ambiental
em se estudar os escoamentos bifisicos e trifasicos em meios porosos que descrevem este

processo de recuperagao |1, 2.

Teorias sobre Problemas de Riemann datam de 1860 [3], quando Riemann estudou
o problema do tubo de choque, que consistia em um experimento utilizando um tubo
cilindrico fino e longo. Este continha dois gases separados por uma membrana fina,
onde em cada lado os gases deveriam ter densidades e pressoes diferentes, assim quando a

membrana fosse rompida Riemann desejava determinar o movimento dos gases |4, 1, 5, 3|.

Os escoamentos em meios porosos sao descritos por leis de conservacao nao-lineares.
O caso nao-linear mais simples foi resolvido por Buckley e Leverett em 1942 |6]. Para
solucionar o problema eles desenvolveram um método que analisa geometricamente o
grafico da fun¢ao de fluxo (S-shaped), o mesmo ficou conhecido como método de fluxo
fracionério e é comumente usado em engenharia de petroleo [6, 1]. Através deste método
Proskurowski em 1981 |7], resolveu a equagao de Buckley-Leverett para um escoamento
bifasico considerando a acao da gravidade sobre tal escoamento. Existem trabalhos mais
recentes que estudam as aplicagdes da gravidade no escoamento bifasico como em [8,
9, 10]. Dentre estes, destaca-se o trabalho de Kaasschieter, que em 1999 [8]| estudou a
equagao de Buckley-Leverett sobre a agao da gravidade e considerou a heterogeneidade do
meio poroso. Tal fato, implica matematicamente na presenca de uma descontinuidade na
funcao de fluxo. Kaasschieter [8] construiu as solugoes analiticas através de um teorema

que permitiu estender a construcao classica de Oleinik para o problema que ele estava
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estudando.

Os efeitos gravitacionais em escoamentos com dois fluidos imisciveis em meios porosos
sao bem entendidos. Como estes escoamentos sao modelados por uma lei de conservacao
escalar, as solu¢oes podem ser facilmente obtidas através da construcao geométrica classica
de Oleinik [11]. Entretanto, nao foi encontrado na literatura trabalhos que considerem
a acao da gravidade e a presenca de um termo fonte do tipo ¢ de Dirac em um mesmo

modelo.

O estado da arte para escoamento de dois fluidos imisciveis com um termo fonte o
de Dirac é mais restrito tanto do ponto de vista analitico quanto numérico. Este termo
singular implica na presenca de uma descontinuidade na funcao de fluxo, fato que nao
permite obter a solucao pela construgao geométrica classica de Oleinik [12], e, alémd disso,
nao resulta efetivo com a aplicagao dos métodos numeéricos de diferencas finitas classicos
[13].

Devido a dificuldade imposta pela descontinuidade na fungao de fluxo serao enunciadas
duas conjecturas permitem estender a construcao geométrica classica de Oleinik para o
modelo proposto no presente trabalho, as mesmas foram desenvolvidas de maneira anéloga
ao teorema presente em [8|. Destaca-se que a escrita tais conjecturas representam um

diferencial, do ponto de vista tedrico desta pesquisa.

Numericamente os Problemas de Valor Inicial (PVI) para leis de conservacao hiperbo-
licas podem muitas vezes ser resolvidos através de métodos de diferencas finitas classicos,
como Lax-Friedrichs e Lax-Wendroff [14]. Porém, para os casos de leis de balan¢o mui-
tas vezes estes métodos nao preservam o estado de equilibrio entre o fluxo e o termo
fonte. Tal fato motiva o desenvolvimento de uma nova classe de métodos conhecidos

como "well-balanced” [13, 10].

No presente trabalho, para se trabalhar com as dificuldades da descontinuidade do
fluxo e a presenca de um termo fonte singular, utiliza-se um esquema tipo diferencas finitas
na estrutura Lagrangeana-Euleriana, desenvolvido em [13]. O mesmo apresenta certa
similaridade ao esquema de Lax-Friedrichs, entretanto tem como vantagem em relacao a
este preservar o equilibrio entre o fluxo e o termo fonte. Tal método apresenta indicios
de ser "well-balanced” como discutido em [13]. Destaca-se que um diferencial do presente
trabalho, do ponto de vista numérico, é que para fins de implementacao do termo fonte

recorre-se a um processo de regularizagao do delta com base em [15].
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1.2 Objetivos

Propoe-se os seguintes objetivos para um melhor desenvolvimento do trabalho.

e Construir as solucoes analiticas para uma classe de problemas de Riemann através

de uma extensao da construcao geométrica de Oleinik;

e Obter a solugao numérica com o auxilio de um esquema na estrutura Lagrangeana-

Euleriana e compara-la a solucao analitica.

1.3 Estrutura da Dissertacao

No capitulo 2, sao apresentados alguns conceitos bésicos sobre leis de conservacao
escalares, bem como as solu¢oes de Riemann. Sao expostos alguns critérios de entropia
como de Oleinik e o critério do perfil viscoso, os quais sao necessarios para determinar a
unicidade da solugao. Na tultima secao deste capitulo expoe-se a construgao geométrica

classica de Oleinik para fun¢oes de fluxo continuas.

No capitulo 3, mostra-se o esquema tipo diferencas finitas na estrutura Lagrangeana-
Euleriana, desenvolvido em [13|, que sera utilizado para resolver numericamente o modelo
matematico proposto no presente trabalho. Inicialmente faz-se uma breve exposicao deste
esquema para leis de conservacao hiperbolica, para em um segundo momento avancar na
mesma estrutura para leis de balango. Algumas aplicacoes deste esquema sao apresentadas

como forma de validar o codigo computacional.

No capitulo 4, obtém-se a lei de balanco que modela o escoamento vertical de dois
fluidos em um meio poroso sobre a acao de um termo de fonte § de Dirac. As equacoes
sao adimensionalizadas para que as variaveis fiquem normalizadas. Por fim apresenta-se
o modelo de permeabilidade quadratica, o que torna o fluxo dependente explicamente da

saturacao.

No capitulo 5, faz-se uma descricao de como sao obtidas as solu¢oes de Riemann do
problema estudado utilizando uma construcao geométrica que resulta em uma extensao
da construcao classica de Oleinik para fluxos escalares continuos. A extensao geométrica
proposta é analoga a classica de Oleinik em regioes onde o fluxo é uma funcao continua,
porém para pontos de descontinuidade do fluxo, enunciam-se duas conjecturas que permite

obter a solucao entropica para o modelo estudado.

No capitulo 6, expoem-se duas regularizagoes para o termo fonte (6 de Dirac), uma
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com funcao linear e outra funcao do tipo cosseno. Apresenta-se as solucoes numeéricas
obtidas com o auxilio de um esquema de diferencas finitas na estrutura Lagrangeana-
Euleriana. Por fim, comparam-se as solugoes analiticas com as obtidas numericamente,
corroborando a validade da construgao geométrica proposta (incluindo as novas condi¢oes
de entropia) assim como a eficicia do método numérico implementado em capturar as

solucoes de Riemann para o modelo estudado.

Ao longo deste trabalho todos os gréaficos para as fungoes de fluxo e todas as solucoes

numeéricas foram obtidas através do MATLAB®.



Capitulo 2

Fundamentos Teéricos sobre Leis de Con-
servacao Escalares

Neste capitulo serao apresentados alguns conceitos sobre leis de conservacao escalares
os quais permitem uma melhor compreensao das construgoes geométricas das solugoes de

Riemann para o modelo proposto.

As leis de conservagao modelam uma variedade de fenomenos fisicos que sao aplicados
em dinamica dos fluidos, meteorologia, semicondutores e engenharia de petroleo [16, 17,
14]. O escoamento bifasico em meios porosos é modelado por uma lei de conservagao

escalar, que em uma dimensao apresenta a seguinte forma [18, 5|:

9 (s(z01)) + 2 F(s(z,1)) =0 (2.1)

onde s : R x RT — R é um escalar das quantidades conservadas e F'(s) representa o fluxo.

Quando sobre um escoamento bifasico age um termo fonte, tal escoamento é descrito,
matematicamente, por uma lei de balanco, que em uma dimensao apresenta a seguinte

forma:
0

a(g(z,t)) + %F(s(z,t)) =Q(z,t,5). (2.2)

Nota-se que a equacdo (2.1) representa que uma certa quantidade fisica dentro de um
volume de controle D C R™ é mantida constante. Enquanto em (2.2), poder-se-a acres-
centar ou retirar substancia dentro de tal volume de controle (veja [18]) por uma fonte

externa ou interna Q(z,t,s) |18, 5].

Inicia-se a apresentagao dos fundamentos teoricos sobre leis de conservacao escalares

com 0 caso mais simples, o linear.
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2.1 Leis de Conservacao Escalar Lineares

Considere o Problema de Valor Inicial (PVI) para a equagao da advecgdo em uma

dimensao :

a(s)+a—(s) =0,emQ:= R x RT,

s(z,t =0) = s9(z), em R.
onde a fun¢ao incognita é s(z,t), a fungao de fluxo linear é F'(s) = as

A solucao para esse PVI pode ser obtida através do método classico das caracteristicas.
As curvas caracteristicas sao curvas z = z(t) no plano tz ao longo das quais a equagao
diferencial parcial (EDP) pode ser escrita em termos de uma derivada total. Ao escrever
s como uma fung¢ao de ¢t somente, ao longo de uma caracteristica obtém-se:

ds B Os dzO0s

€ E“_E@, (2.4)

De (2.3) e (2.4) tém-se que a curva caracteristica z = z(t) satisfaz a equagao diferencial
ordinaria (EDO):
dz
— =a. 2.5
7 (2.5)
A taxa de variagao de s ao longo de z = z(t) é zero, ou seja, s é constante ao longo

da curva caracteristica. De (2.5), obtém-se uma familia de caracteristicas, que para este

caso sao retas. Ao tomar por exemplo,
2(0) = 2, (2.6)
a reta
z = 29 + at, (2.7)

¢ a unica caracteristica que passa pelo ponto (zp,0). Se s satisfaz a condigao inicial
s(z,0) = so(2) em t = 0, entao ao longo da caracteristica z(t) = zo + at que passa pelo

ponto inicial zp do eixo z, tem-se a solucao dada por:
s(z,t) = so(20) = so(z — at). (2.8)

onde a representa a velocidade de propagacao da mesma. Interpreta-se desta solucao
que dado um perfil inicial so(z), 0 mesmo simplesmente ira transladar com velocidade a

para a direita caso a seja positivo ou para a esquerda caso a seja negativo. A forma do



2.2 Leis de Conservacao Escalar Nao-lineares 22

perfil permanecera inalterada [18|. Tal fato ndo ocorre para os casos nao lineares, sendo
as ferramentas matematicas necessarias para estes casos bem mais complexas. A seguir

faz-se uma apresentacao de tais ferramentas.

2.2 Leis de Conservacao Escalar Nao-lineares

Nesta sec¢do, segue uma exposicao similar a feita em [12] para os casos em que as

fungoes de fluxo sao nao-lineares. Considere o seguinte problema de valor inicial:

0 0

E(S) + &F(S) = O, emQ:= R x R+,
(2.9)
s(z,t =0) = s9(z), em R.
onde F'(s) é nao linear.
As curvas caracteristicas t — (z(t),t) para (2.9), satisfazem a equagao:

dz
— = F'(s). 2.10
) (2.10)

Como F nao depende explicitamente da varidvel espacial z e como s é constante ao longo
das caracteristicas, de (2.10) segue que estas sao retas. Este fato permite construir do
modo classico as solugoes de um problema de valor inicial. Assim, para cada ponto (¢, 0),
com ¢ € R constroi-se a reta caracteristica passando por este ponto e com inclinagao
% = F'(s50(§)). Se os dados iniciais sdo suaves, entdo podem ser usados para determinar
a solucao s(z,t) para um tempo ¢t pequeno em que as caracteristicas nao se intersectam

para cada (z,t) € Q. Assim, resolve-se a equagao:

2= F'(so())t +¢, (2.11)

de modo que a solucao sera dada por;
s(z,t) = s5(£,0) = so(z — F'(s)t). (2.12)
E sabido que a partir de um determinado tempo, conhecido como tempo de quebre
(ver Leveque [18]) as caracteristicas oriundas de pontos diferentes no tempo ¢ = 0 podem
se encontrar, dando origem a solucoes com mais de um valor no mesmo ponto. Quando
esta equacao modela um sistema fisico, verifica-se nestas circunstancias que a solucao

apresenta descontinuidade em 2z, cuja posicao varia com o tempo. Para estes casos o

conceito classico de solugoes de EDP mostra-se insuficiente, sendo necessario considerar
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um conceito mais geral de solugdo de uma EDP [12].

Definigao 2.2.1 Diz-se que s € uma solugao forte ou cldssica de (2.9) se s € uma fungdao

de classe C*.

Definigao 2.2.2 Diz-se que s € uma solu¢ao fraca ou generalizada de (2.9) se para toda

e CP(R x [0,00)), s satisfaz a sequinte equagao integral:

/ / [sgr + F(s)p,]dzdt +/ [so(2)p(2,0)dz] =0, (2.13)

onde C3°(R x [0,00)) é o conjunto de fun¢oes infinitamente diferenciaveis com suporte

compacto.

Teorema 2.2.1 Toda solugio clissica da EDP em (2.9) também é solugdo no sentido

fraco da mesma equagao.

Demonstracao:

Da hipotese tem-se que se s é solugao forte (ou classica) de (2.9), entao s é continua-

mente diferencidvel e

—(s)+ =—F(s) =0, (zt)€Q,

s(z,0) =so(2), z€R,

\

é claro que para qualquer fungao suave ¢ € C§°(R x [0, 00)), tem-se também:

/ / + F( )]pdzdt = 0,

integrando por partes e usando o fato de que ¢ tem suporte compacto, obtém-se que:

/ / [s@r + F(s)p.|dzdt + / [so(2)p(z,0)dz] = 0.
0 —o0 —c0
Portanto, a solucao forte s é também uma solucao fraca. O

As solucoes fracas podem conter descontinuidades. Suponha o caso em que a solugao
s(z,t) se compode de duas segoes suaves, separadas por uma curva z(t), através da qual o
valor de s sofre um salto, nesse caso pode-se provar (veja [19]) que:

% . F(Sr) —F(Sl)

= =o0. 2.14
dt Sy — 8 o ( )
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onde s, e s; represetam os limites de s a direita e a esquerda da curva z(t), respectiva-
mente, [12|. A condigao (2.14) é chamada de condi¢do de Rankine-Hugoniot e relaciona
a velocidade de propagagao da descontinuidade com os saltos de F' e de s [12]. Uma
solucao continua por partes s(z,t) de (2.9) com salto ao longo da curva z(t) satisfazendo

a condicao de Rankine-Hugoniot é denominada uma solugao do tipo onda de choque.

E comum em modelos fisicos o estudo de problemas do tipo (2.9) em que a condi¢do

inicial apresenta a seguinte forma:

0, <0,
solzt=0)= {7 : (2.15)
0
S z >0,

0 0

onde nesse caso s; e s, sao estados constantes, sendo os estados iniciais a esquerda e a

direita da descontinuidade, respectivamente [19, 1, 12].

De (2.9) e (2.15) pode-se escrever o problema de Riemann como segue:

(0 0
E(S)‘l‘EF(S)—O, (Zat) EQ>
(2.16)
0 0
so(2,t =0) = hEsn
L sY, 2> 0.

Quando F'(s) é uma fungio convexa! as solugoes de (2.16) podem ser do tipo ondas de
choque ou do tipo ondas de rarefacao, as quais sao conhecidas em literatura como ondas
elementares. Para o caso em que F(s) for uma fun¢ao concava-convexa® as solugoes sao
compostas por combinagoes destas ondas elementares. A seguir faz-se uma exposi¢ao para

0 caso em que F' é convexa.

2.2.1 Solucoes de Riemann para Funcao de Fluxo Convexa

Para construcao das solucoes de Riemann para o caso em que F' é convexa faz-se uma
2
~ . . . S .
breve apresentacao seguindo [12]. Considere o caso mais simples F(s) = 5 conhecido

como equagao de Burgers.

Para o caso em que s > 5%, tem-se que F'(s?) > F’(s%) e, portanto, as caracteristicas

que emergem no instante inicial de z < 0 cruzam com aquelas que emergem de z > 0,

LGeometricamente uma fungao F : (a,b) — R é dita convexa quando seu gréfico se situa abaixo de
qualquer de suas secantes, mais precisamente para x,y € (a,b) e x < t < y, entdo o ponto (¢, F'(t))
encontra-se abaixo da reta que conecta os ponto (z, Fi(x)) e (y, F(y)).

2A ser definida mais & frente.
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tem-se esta situacao exemplificada na Figura 2.1-(a). Utilizando a relagdo de Rankine-
Hugoniot, deduz-se que a velocidade de propagacao do choque é constante e igual a
0 (0
s + s . . ~ .
o= % Na Figura 2.1-(b) tem-se o perfil tipico da solu¢ao para um determinado

tempo t. Para este caso existe uma tnica solucao fraca dada por,

0 (s? + )t
sy, < T
2
s(z,t) = 070 (2.17)
0 (Sl + ST)t
Sy z > —T
2
¥ 5
s
S
AN
Ve
e iy
2 A X
/ bd il
SN Fy
yay,
// ’ ////
0 0
Zo <O Zo >0
(a) (b)

Figura 2.1: (a) Intersecgao das caracteristicas. As linhas azuis representam as caracte-
risticas para zp > 0, as linhas verdes as caracteristicas para zp < 0. A linha tracejada
vermelha é a trajetoria do choque. (b) Perfil da solugao tipo onda de Choque. Fonte: van
Duijn [19]

Para s? < 8%, as caracteristicas nao se intersectam e existem regices do plano tz em que
as mesmas nao estao bem definidas, veja Figura 2.2 . A solucao para tal problema é dada
pela constante s para ; < F'(s?) e a constante s° para ; > F'(s2), [18, 12]. Uma solugao
continua pode ser obtida modificando-se o0 método das caracteristicas nessas regioes de
vazio com o auxilio da propriedade de invariancia de escala (sx(z,t) = s(kz, kt), para k >

0), consegue-se escrever s(z,t) como:
z
s(zt) = (). 2.18)
Substituindo (2.18) em (2.16) obtém-se:

izp@, (2.19)

z
no leque F'(s?) < 7 < F'(s%). Neste leque, ao longo das retas passando pela origem com

inclinagdo —, define-se o valor de s como a constante que satisfaz (2.19). Esta constante
z



2.2 Leis de Conservacao Escalar Nao-lineares 26

¢ univocamente determinada para F’ monotona. Pode-se verificar que estas retas sao
caracteristicas e deste modo constrdi-se a solucao. Essa solucao é conhecida como uma
rarefagao ou leque de rarefagao entre sY e s°. Na Figura 2.2-(b) tem-se o perfil tipico da
solugao para um determinado tempo ¢. E na Figura 2.2-(a) vé-se, claramente, o leque de

rarefacao. Essa solucao fraca para este problema é da forma:

s), oz < st
z

s(z,t) = o sV <2< 8 (2.20)
9 2> 80

E possivel verificar que tal solugdo nao é tnica para o caso s) < s°. Uma outra solugao
fraca seria uma onda de choque satisfazendo a condicao de Rankine-Hugoniot. A se-
guir sao apresentadas condi¢oes que permitem escolher entre as solu¢oes aquela que seja

fisicamente correta.

Zo <0 Zo >0

(a) (b)

Figura 2.2: (a) Regides nao definidas pelas caracteristicas. (b) Perfil da solucao tipo onda
de rarefagao. Fonte: van Duijn [19)].

2.2.2 Critérios de Entropia

As solugoes fracas além de poderem conter descontinuidades da propria condicao
inicial que sao propagadas, estas podem conter descontinuidades da intersecao das carac-
terfsticas. Assim, para se obter a solucao que seja fisicamente correta é necessario uma

condicao a mais conhecida como critério de entropia.

O primeiro critério de entropia a ser definido é o critério de Lax para leis de conservacao
escalares. O mesmo permite escolher a solugao que seja fisicamente correta para casos em

que a func¢ao de fluxo for convexa.
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Definicao 2.2.3 Condicao de entropia de Lax- Uma onda de choque € dita satisfazer
a condi¢ao de entropia de Lax para uma lei de conservagao escalar com F”(s) > 0 para
todo s, se [18]:

F'(s)) >0 > F'(s,).

De uma maneira geral, para qualquer funcao de fluxo F' convexa, qualquer salto de s
para s, com s; > s, que satisfaz a condicao de Rankine-Hugoniot, satisfaz a condicao de
entropia devido a Lax e qualquer salto de s; para s, com s; < s, que satisfaz a condicao de
Rankine-Hugoniot, nao satisfaz a condicao de entropia de Lax. Pode-se garantir unicidade

para a solucao (5.5) a partir deste critério |18, 19, 4, 20].

Uma condicao de entropia mais geral é devido a Oleinik. Este critério permite obter
a solucao fisicamente correta mesmo para os casos em que F' ¢ uma fungao nao-convexa.
E possivel mostrar que o critério de Oleinik se reduz ao critério de Lax quando se tem F

convexa. A condicao de Oleinik é definida como segue.

Definicao 2.2.4 Condicao de entropia de Oleinik- Se s : R x R™ — R ¢ a solucao
entropica de (2.16), entao todas as descontinuidades tem a sequinte propriedade:

Fl&)=Fls) | F(s) = Fls)

2.21
e s—8, (2:21)

para todo s entre s; e s, € R.

Através do critério de Oleinik é possivel mostrar que (2.20) é a unica solugao entropica
para o caso em que s\ < s¥ e F' é convexa |18, 19, 12, 11]. A seguir ¢ apresentado um
processo que permite obter uma condicao de entropia equivalente a de Oleinik para o caso

escalar.
e Critério do perfil viscoso

Uma forma padrao para se obter uma desigualdade de entropia é regularizar a equacao

diferencial hiperbolica adicionando um pequeno termo de difusao linear 18, 4]:

9, 0 02
a(s) + gF(s) = 5@(5), (2.22)

onde ¢ > 0. Esta forma de regularizar o problema esta bem estabelecida do ponto de vista
matematico, apesar de ser menos satisfatorio do ponto de vista fisico. Para este é mais

adequado utilizar o termo de difusao capilar para regularizar o problema [8|. Para o caso
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escalar é possivel mostrar que estes dois critérios sao equivalentes a condicao de Oleinik,
portanto faz-se uma apresentacao do critério do perfil viscoso apenas para evidenciar a

busca por uma onda viajante como solucao.

Considere o PVI (2.16), onde F' € C(R), a ele esta associado a lei de conservacao

viscosa (2.22) com:

s(—o0,t) = s, (2.23)

para todo t > 0.

Considere uma solu¢ao do tipo onda viajante para (2.22), isto é, existe uma fun¢ao u

tal que:
— ot
s(z,t) = u(n), onde n = : 60 (2.24)
Ao substituir (2.24) em (2.22), obtém-se:
=7 Ly = S
3 3 g2
(2.25)
u(—o0) = g, u(+00) = s,
o que implica que;
—ou’ + (F(u)), =’
(2.26)
u(—o0) = s, u(+00) = s,
Integrando (2.26), tem-se o seguinte problema de contorno (PVC):
(W/(n) = F(u(n)) — ou(n) — A, sendo A uma constante de integracio
U(—OO) = S, u(+oo) = Sr, (227)

[ 51 F Sp.

Para determinar o e A recorre-se ao teorema abaixo para verificar que u/'(+o0) = 0.

Teorema 2.2.2 Assuma que a fungio u: R — R seja diferencidvel e que ambos u(z) e

u'(z) tem um limite quando z vai para o infinito. Entao lim, ., u'(z) = 0.
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Assim, tem-se:

,_Fs)=F(s)  Fla)s = Fs)

Sy — 8§ s, — sl

(2.28)

Onde o determina a velocidade da onda viajente. Destaca-se o fato da expressao para o
nao depender de € e coincidir com a velocidade de choque dada pela condicao de Rankine-

Hugoniot. Baseados em (2.28) o PVC (2.27) é reduzido a:

F(si)s, — F(sr)sl'

2.29
pa—— (2.29)

u'(n) = —ou(n) + F(u(n)) +

Ao somar F(s;)—F(s;) em (2.29) e através de um processo andlogo somando F'(s,)—F(s,)

em (2.29), obtém-se:

Pelo teorema da existéncia e unicidade de uma EDO, afirma-se que existe uma solucao u
unica e estritamente monotona compreendida entre s; e s,.. Caso nao fosse estritamente
monoétona, existiria s* entre s; e s, tal que u/(s*) = 0, assim u nao cumpriria as condi¢oes

de contorno (2.23), visto que, nao seria possivel ligar os estados s; e s,.

Portanto, tem-se as seguintes hipoteses:

e Se s;<u<s,,entdo v (n) >0 e de (2.30), obtém-se;

F(s) = Fls) >0 = Flsr) = Fls) > Fls) = Fler) (2.32)
s — 8 S — Sy s — Sy

e Se s;>u > s, entdo u'(n) <0 e de (2.30), obtém-se;

Plo) = Fls)  _ Flor) = Fls) | Fls) = F(s0) (2.33)

s — 5 S — S s — S,

As expressoes obtidas em (2.32) e (2.33) mostram que a confi¢do de entropia segundo
o critério do perfil viscoso para o caso escalar é equivalente & condicao de entropia de
Oleinik [19]. Tais condigoes garantem a existéncia de uma onda viajante conectando os

z—ot z—ot
— —o0 e s, quando n = —— — 400.
€

estados s; quando n =

As restri¢oes dadas pela definicao da condigao de entropia de Oleinik e a obtida pelo
critério do perfil viscoso sao equivalentes e permitem mostrar que mesmo para F'(s) nao
convexo, que a solu¢do do problema de Riemann (2.16) é unica e é sempre constituida

por uma sucessao de ondas de choque e rarefacao. A seguir faz uma exposicao através de
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exemplos da construgao geométrica classica de Oleinik para os casos em que F'(s) é nao
convexo |18, 4, 12, 9|.

2.2.3 Solucoes de Riemann para Funcao de Fluxo Nao-Convexa
e Construcao Geomeétrica da Solucao

Considere por simplicidade F' € C?([0, 1]) uma fungdo do tipo concava-convexa® e com as

seguintes propriedades:
F0)=0; F(1)=1,

F'(s)>0 para 0<s<l1
(2.34)

F'(s)>0 para 0<s<3

F"(s) <0 para §<s<]I1.

\

para algum § € (0,1). Consideram-se dois casos para apresentar como as solugoes sao

construidas.

Para o primeiro caso em que (s9 > s) as solugoes sdao obtidas através da construgao da
envoltoria convexa para a fungao de fluxo F' [11]. Onde a defini¢ao de envoltoria convexa

¢ dada a seguir.

Definigao 2.2.5 A envoltdria (fecho) convexa do conjunto Seon, € 0 menor conjunto

convero, denotado por Ho(Seonw) que contém o congunto original Seony -

Considere o ponto s, na Figura 2.3-(a) e s? =1 e s = 0, tal que:

F(Szz : 5(0) _ Fi‘?) = F'(so). (2.35)

Ao analisar o limite superior da envoltoria convexa na Figura 2.3-(a), nota-se que ele é
composto por um segmento de reta de (0,0) até (s2, F/(s2) e depois segue que y = F(s)

até (1,1). O ponto sy é um ponto de tangéncia entre o segmento de reta e a funcao de

3Geometricamente uma fungdo F : (a,b) — R ¢é dita concava quando seu grafico se situa acima de
qualquer de suas secantes, mais precisamente para z,y € (a,b) e © < t < y, entdo o ponto (t, F(t))
encontra-se acima da reta que conecta os ponto (x, F'(z)) e (y, F(y)).

Uma funcao F(a,b) — R é dita concava-convexa quando existe t € (a,b) tal que F' é concava em (a,t)
e F é convexa em (t,d), ou F' é convexa em (a,t) e F & concava em (¢,d).



2.2 Leis de Conservacao Escalar Nao-lineares 31

0.8 7
|
0.7t /

06l 7

04 s
03t 4
0.2F /

o1t

r . . | L . !
0 0.2 04 3 06 08 1 >

(@) G

Figura 2.3: (a) Contrugao da solucao entropica através da envoltoria convexa (b) Perfil
da solucao para um tempo ¢. Fonte: van Duijn [19].

fluxo I e é, precisamente, o ponto em que a velocidade da onda de choque conectando
s =0 com s = sy e onda de rarefagdo (leque abrangendo todos os estados entre s = sq €
s = 1) coincidem. A linha reta representa o choque e a curva em que y = F'(s) representa

a onda de rarefacao.

Na Figura 2.3-(b) apresenta-se o perfil da solugdo para um tempo ¢. A mesma consiste
de um estado constante (s = 1), seguido por uma onda de rarefagdo que conecta 1 e s,

seguida por um choque conectando ss a outro estado constante (s = 0).

Tal solucdo atende a desigualdade de entropia. E importante mencionar que outros

F(ss
valores de sy levariam a uma contradicao na solu¢ao. Se F'(s3) < (+2 ), tal que s > s,
S
F(sy
entdo a solu¢do violaria a condigdo de entropia de Oleinik. Se F'(sy) > M, tal que
&)

55 < Sg, entao se teria uma solugao multivaluada. Na Figura 2.4, mostra-se como seria o

perfil da solucao para estas duas hipoteses.

Para o caso em que (s) < sY) as solugoes segundo a construgio geométrica de Oleinik

sao obtidas através da constru¢ao da envoltoria concava para a funcao de fluxo F' [11].

Definigao 2.2.6 A envoltoria (fecho) concava do conjunto Seone € 0 menor conjunto con-

cavo, denotado por H.(S.onc) que contém o conjunto original Seone.

Considere o ponto s, sY =0 e s? = 1, tal que:

F(1)—F(s) 1-F(s))
= o = P, (2.36)
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Figura 2.4: Solugdes nao entropicas para valores de s, em (a) e (b) que nao satisfazem a
(2.35). Fonte: van Duijn [19].
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Figura 2.5: Em (a) apresenta-se a constru¢ao da solugao entropica através da envoltoria
concava e em (b) o perfil da solu¢ao para um determinado tempo ¢. Fonte: van Duijn [19].
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Pela Figura 2.5 tem-se que a solu¢do é dada por um estado constante (s = 0), seguido
de uma onda de rarefacao conectando este estado e sy, seguido por um choque adjacente

conectando s; e s = 1.

Tanto para o primeiro caso quanto para o segundo caso, pode-se verificar que esta
construcao corresponde a tnica solucao entropica. Essa construcao geométrica cléssica
de Oleinik permite a obtengao da solucao entropica sempre que o fluxo for uma funcao

continua.

No capitulo seguinte apresenta-se, brevemente o esquema numeérico utilizado para

resolucao do modelo proposto no presente trabalho.



Capitulo 3

Um Esquema de Diferencas Finitas Atra-
vés de uma Abordagem Lagrangeana-
Euleriana

Neste capitulo apresenta-se o esquema de diferencas finitas que serd utilizado na re-
solugao numérica do problema proposto. Trata-se de um esquema definido na estrutura
Lagrangeana-Euleriana com base no método de volumes finitos localmente conservativo.
Tal esquema encontra-se definido em [13]. Expoem-se, a seguir, as justificativas para a

escolha do método.

3.1 Justificativa

Uma das questoes chave na resolu¢ao numérica de problemas de Cauchy, em que a lei
de conservacao apresenta fungao de fluxo descontinua é a presenca de ondas estacionarias
na solugao [22,23]. Algumas estratégias nao preservam os estados estacionarios discretos
|21], por exemplo, aqueles que utilizam fluxo numérico tipo Godunov num método de
volumes finitos e acoplam diferengas centradas para o termo fonte [21]. Devido a estas
dificuldades, esquemas conhecidos como "well-balanced" tém sido propostos [13, 21,
22]. O método utilizado, no presente trabalho, é baseado em [13] que desenvolveu uma
nova classe de esquemas Lagrangeanos-Eulerianos tipo diferencas finitas, que apresenta
evidéncias de serem "well-balanced". Tais métodos sao capazes de preservar o equilibrio

entre o termo fonte e o fluxo.

A nova classe de esquemas propostos em |[13| apresentam certas similaridades com
o esquema de Lax-Friedrichs, porém possuem como vantagem relevante lidar de maneira

adequada com funcgoes de fluxo descontinuas, isto é, preservam o estado de equilibrio entre
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fluxo e termo fonte.

Em [13] sdo apresentados dois esquemas para leis de conservagao hiperbolicas, LEH 1
e LEH2, e dois para leis de balanco, LEB1 ¢ LEB2. Opta-se pelo uso dos métodos
LEH2 e LEB2 por uma questao de simplicidade relacionada a definicao das linhas de
rastreamentos e implementacao do fluxo numérico. A seguir sao expostas, brevemente, a

estrutura basica do método e as equagoes discretas para leis de conservacao hiperbodlicas.

3.2 0O esquema Lagrangeano-Euleriano para Leis de Con-
servacao Hiperbdlicas

Para desenvolvimento do esquema Lagrangeano-Euleriano, considere o PVI (2.9) onde,
F(s) é uma fungao suave de s, s = s(z,t). Para o processo de constru¢ao do esquema
Lagrangeano-Euleriano é necessério escrever a equagao diferencial de (2.9) num espago-

tempo localmente conservativo, na forma divergente generalizada, com s(z,0) = s,

=0, em Q. (3.1)

A solucao aproximada pelo esquema Lagrangeano-Euleriano é necessaria um processo
de discretizacao do dominio. Assim, substitui-se a regiao plana  := R x R* por uma
malha de Z x N = {(j,n); j=0,£1,£2,...n=0,1,2,...} e em vez de fungoes s(-,t) €
LP(R) para todo ¢ > 0, pode-se considerar sequéncias S™ = (S");, j € Z para n =
0,1,2,..., para uma dada malha b > 0 e um nivel de tempo " = S"'=0"" At!, com ° = 0,

para um passo de tempo nao-constante At’.

Em um determinado passo de tempo ", tem-se para discretizagao espacial que 27 =
jh, 27115 = jh 4+ h/2, na malha uniforme original, onde A} = 27, » — 2], , = A" =h

para j € Z, além disso, os pontos Z;Lﬂ/z sao pontos finais das células, veja |13, 10].

Para a evolucao da solucao no tempo, tem-se a malha nao-uniforme dada por: h;‘“
_ _ - n+1 , ~ ,

Ziv12 — Zji—12 = Az para o nivel de tempo t"*1. A solu¢do em um tempo t" é dada
sobre a malha uniforme, ao passar para um tempo t"*! a mesma evolui sobre a malha

nao-uniforme para depois ser, novamente, deslocada para a malha uniforme. Aqui, 27 e

Z;‘“ sao os centros das células respectivamente. Pode-se, ainda, definir a solu¢cao numeérica
/ n n sn+1 sn+1 .
S nas células [27 5, 27, ] € [Z]7) 5, 21 0], por

1 (%42
S(zj,t") = S} = ‘/ s(z,t")dz,  jEL (3.2)
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-n+1
_ 1 Zit1/2
Sz ) = 5t = L / ez, e (3.3)
hj 2;171/2—%1

respectivamente, e a condigio inicial & S(z7,°) = 57 nas células [z |, 20, ], [13].

Ao considerar volumes finitos com células centradas na estrutura Lagrangeana e fazer
uso do teorema da divergéncia, [13] mostra que existe uma conservacao local discreta

sobre o volume finito (de controle) (D} = {(z,t)/27(t) < z < af,,,t" <t < ") (veja
Cdan(t)  F(s)

Figura 3.1). Onde 2% (t) ¢ uma curva parametrizada tal que 27 (") = 27 e e
s

para t" <t < "1 A regido D;‘ é chamada de "tubo integral".

Figura 3.1: Volume de controle D} ("tubo-integral") para conservagio espago-tempo na
forma discreta. Fonte: Sepulveda [13].

A conservacao local é dada por:

A 28
/ s(z,t")dz :/ s(z,t")dz, (3.4)
Z;L:rll/z n
onde se define 2;@11/2 =27 (") e 2?111/2 =zl ().

Através das definigoes de solu¢oes numéricas (3.2), (3.3) e de (3.4), obtém-se uma
aproximacao local para a malha nao uniforme 5;‘“, 7 € Z, que pode ser definida sobre a

malha original por:

1 _ _
Syt = lew S 4+ ey ). (3:5)
h F
Onde, cy; = (E + g;fk‘"), c1j =h—cy = (E — ]"kn) e pode-se aproximar g;' ~ is)

Uma observagao importante em [13] é de que a quantidade nao-linear F(s)/s esta
relacionada a solucao desconhecida s e como uma nao pode ser encontrada exata, traca-
se linhas de rastreamento das particulas de fluidos. Embora simples & primeira vista,
nao é bem entendido como definir uma robusta e eficiente aproximagao para F(s)/s por

reconstrucoes nao-lineares. Na Figura 3.2 tem-se um exemplo para a aproximacao de
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primeira ordem.

Coj Cyj
o ./// / .
Zj1/2 zZj Zj+1/2 Zj+1

Figura 3.2: Aproximagao por retas para gj. Fonte: Septilveda [13].

~ daj(t)  F(s) »
As equagoes z}(t") = 27 e e com (3.5) formam o bloco basico destes
s

esquemas Lagrangeanos-Eulerianos.

Uma formulacao numérica do esquema Lagrangeano-Euleriano para leis de conser-
vacdo hiperbolicas nao-lineares é chamada por [13] de LEH2 (Esquema de Diferencas

Finitas Lagrangeano-Euleriano) e é dado como segue:

St = 2 (8] + 28] + 1) ~ o

1 (F(S741) = F(S721)), (3.6)

onde, k = k™ e a condicao CFL (veja, [13]) ¢ dada por:

k, 22
maxj|F’(Sf)E| < - (3.7)
A equagao (3.6) pode ser escrita também na forma conservativa:
S = )~ L(P(S], S7) — F(S]y, S))), (3.8)
onde,
F(S},7) = 310 (S} = S70) + 2AF(STr) + F(S))] (3.9)

Uma extensao desse esquema (LEH?2) foi feita em |13| para os casos em que a fung¢ao

de fluxo F' apresenta descontinuidade em relacao a variavel espacial z. Assim, a equacao
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passa a ser dada por:

1
n+1 n n n
Sj _( y 1+25j + ) 1)_

4 E(F(zﬁrl’ Sti1) — Fzj-1,5721)), (3.10)

2h J Jj—1

onde, F(zj_1,S} 1) e F(zj41,57,) sdo os fluxos descontinuos associados a consisténcia
do fluxo numérico, veja [4,22]. E importante destacar que tanto (3.6), quanto (3.10),
podem ser escritas na forma conservativa e sao encontradas em [13]. Em termos de
implementacao, quando a fungao de fluxo é descontinua torna-se necessario uma aproxi-
macao da mesma que seja capaz de captar, numericamente, tal descontinuidade. Assim,
em encontram-se duas formas para esta aproximacao. Neste trabalho, serd considerada

apenas a seguinte:

(57), 7 <0,
F(S) B+ 5 Ui b, 5=0. (311)
(57), 3>0,

Fp = F(z,5)) =

f

1
I 2
h
onde, f(S7) e h(S}) sdo as fungdes de fluxo numérica & esquerda de j = 0 e & direita,
respectivamente. J& frae = f(maz{s}, ST}) € hmin = h(min{s;, S }), sendo s} e s; os
pontos de méaximo de f e h, nessa ordem. Caso s} e s; sejam pontos de minimo veja
[24]. Considera-se como z = 0 o correspondente a j = 0 na malha. Na se¢ao seguinte sdo
expostas as equacoes discretas para o caso de leis de balanco, onde as mesmas sao obtidas

a partir de um processo analogo ao caso das leis de conservacao hiperbodlicas.

3.3 O esquema Lagrangeano-Euleriano para Leis de Ba-
lanco

Nesta secao apresentam-se a propriedade "well-balanced" e a equacgao discreta para
resolucao de leis de balanco. Tal propriedade "well-balanced" pode ser enunciada, for-

malmente, como segue. Considere a lei de balanco, tal como:

0 0
a(s) + &F(s) = Q(s), (3.12)

denota-se s¢ a solucao estacionéria, que satisfaz a equacao;

0
—F(s%) = Q(s) (3.13)

diz-se que um esquema numérico é "well-balanced", se ele satisfaz, plenamente, uma

versao discreta da equacdo de equilibrio (3.13). Se um método é "well-balanced", o
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erro de truncamento de solugoes perto do estado de equilibrio nao pode ser maior que
s(z,t) — s¢(2).
Considere o PVI:

0 0
() + = F(s) = Q(s), em O

(3.14)
s(z,0) = so(2),

onde, se assume que [ [, Q(s)dzdt < co. Escrevendo a primeira equa¢ao de (3.14) na
J

forma divergente, tem-se:

=Q(s), em Q. (3.15)

com s(z,0) = sg. Utilizando os mesmos argumentos que na se¢ao anterior para leis de
conservagao hiperbolicas, isto é, escreve-se (3.15) sobre um espago- tempo localmente
conservativo e aplica-se o teorema da divergéncia na forma discreta da equagao (3.15)

para um ” tubo-integral” e logo depois recorre-se aos limites xg‘(t), tem-se:

zntl 23
/ j4+1/2 (z’t”""l)dz _ / + s(z,tn)dz _|_/ Q(s)dzdt. (3-16)
_ 2 by

n+1 n
—-1/2 j

A equagao (3.16) pode ser vista como a relacdo de conservagao local para a lei de

balanco, assim, usa-se a mesma para definir a solu¢ao sobre a malha nao-uniforme:

—n+1 n
1 Zj 1 1 Z;
Srl = 7 / sz 4z = o / sz, t7)dz + / Q(s)dzdt], (3.17)
z z D;’

n+1 . n
j—1/2 J j

e sua associada proje¢ao sobre a malha original (uniforme),

1. h - h _
n+1l n n+1 n n+1
S = E[(§ +g7k) ST + (5 — g7k) S (3.18)

De(3.17) e (3.18), consegue-se obter a seguinte equacao discreta para o esquema tipo
diferencas finitas, chamado em [13| de LE B2 (Esquema de Diferengas Finitas Lagrangeano-

Euleriano para Leis de Balango):

k n n
2h(F(Sjm ~ F(S1)+

/ oy Q(s(z, t))dzdt+h 5~ / D"Q s(z,t))dzdt],

Syl = (Sy 257+ SyH)
(3.19)
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com CFL dado por:

maz{max;{F'(S;)}, max{g}}}k _ 21/2
h - 2

(3.20)

Claramente, o ponto chave aqui é como conceber uma discretizacao de certa maneira
que mantenha um equilibrio preciso entre o gradiente da fungao de fluxo e o termo fonte.
Para a hipotese de que @) é uma func¢ao explicita apenas de z e t, |13] apresenta dois
métodos numeéricos de integragao (método dos trapézios e do ponto médio) que permite
manter tal equilibrio. Neste trabalho utiliza-se apenas a aproximacgao através do método
do ponto médio, porém detalhes de como obter a formula e também para método dos tra-
pézios pode ser encontrado em [13]. O termo [ fD;-Zl Q(s(z,t))dzdt pode ser aproximado
por:

/ Q(s(z,t))dzdt ~ khQ(z} + %(g;?k +h),t" + g). (3.21)
Dr

A seguir sao descritos breves comentarios sobre a implementacao utilizada para vali-

dacao do codigo computacional.

3.4 Implementacao

Os métodos numéricos de diferencas finitas apresentados LEH2 e LEB2 sao méto-
dos numéricos explicitos' os mesmos ndo apresentam grandes dificuldades em termos de
implementagao, entretanto é necessario que a condigao C'F'L seja atendida para garantir
a estabilidade do método. Na Figura 3.3 encontra-se o diagrama do algoritmo computa-

cional para resolucao de PVI com o auxilio dos métodos LEH?2 e LEB?2.

Os algoritmos computacionais desenvolvidos no presente trabalho seguem a mesma
metodologia e o procedimento numérico que podem ser visto conforme o diagrama de
blocos na Figura 3.3. Além deste, sdo apresentados dois algoritmos (veja anexo) que
permitem uma melhor compreensao da implementagao do método. Todos os codigos

forma implementados em MATLAB®.

Uma observacao a ser feita tanto para implementacao de LEH2 e LE B2 é que quando

a funcao de fluxo F'(s) é descontinua, faz-se necesséario o uso de um fluxo numeérico con-

I Classificam-se os métodos numéricos para resolucdo de equacdes diferenciais em dois grupos: métodos
explicitos e métodos implicitos. Os métodos explicitos, normalmente, sdo mais simples de serem imple-
mentados computacionalmente, porém possuem critérios de estabilidade mais restritivos, por exemplo a
condicao C'F L. Os métodos implicitos apesar de possuirem um grau de dificuldade maior em termos de
implementacao, sdo menos restritivos [14].
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A4

Geracgao da
Malha

v

Condigées Iniciais

A4

Passo de tempo

v

Método LEH2 ou
Método LEB2 N

|

Sim

Figura 3.3: Algortimo computacional para resolucao de problemas de Cauchy com o
auxilio dos esquemas LEH2 e LEB?2.
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sistente do tipo (3.11) que capture tal descontinuidade. A seguir sdo apresentados trés
exemplos para validacao do cédigo computacional cujas solugoes sao conhecidas em lite-

ratura.

3.5 Validacao do Coédigo

Para validar o codigo computacional implementado para os métodos LEH2 e LEB2
sao apresentados dois exemplos; o primeiro ¢ a equacao de Buckley-Leverett sem gra-
vidade, o segundo uma lei de conservacao com funcao de fluxo concava-convexa nao-
monotona. Para ambos os casos as solucoes numéricas sao "comparadas" com as anali-
ticas entropicas, as quais sao obtidas pela construcao geométrica baseada no critério de
entropia de Oleinik. Um terceiro e ultimo exemplo para validacao, apresenta uma fun-
¢ao de fluxo descontinua, o que em termos de implementacao representa uma dificuldade
numérica similar ao problema estudado neste trabalho. Apods o processo de validagao
conseguimos verificar que o codigo computacional estda funcionando de maneira eficiente
e assim podemos utilizar a mesma estrutura de implementagao para nosso problema, que

acrescenta um termo fonte singular que deveré ser regularizado de maneira conveniente.
e Equacao de Buckley-Leverett

Considere o Problema de Riemann (2.16) com fluxo dado por:

82

PO = o=

com s € [0,1] (3.22)

A constante ”a” representa a razao entre as viscosidades dos fluidos imisciveis [1, 5]. Esta
equacao é conhecida como a Equacao de Buckley-Leverett. Consideram-se dois Problemas

de Riemann para validar o codigo computacional:

1, z < 0,

PR—1: s0(2,t=0)= (3.23)
0, z >0,
0, z <0,

PR—2: s0(2,t=0) = (3.24)
1, z > 0.

E conhecido que as solucoes desses problemas de Riemann podem-ser obtidas a partir

da construcao classica de Oleinik, como mostrado na Figura 3.4.
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Figura 3.4: Construgao da solucao entropica através da envoltoria convexa para o PR-1
em (a) e envoltoria concava para o PR-2 em (b).

As velocidades dos choques sao determinadas pela condi¢ao de salto de Rankine-
Hugoniot (2.14) e coincidem com a inclinacao das retas desenhadas na Figura 3.4, en-
quanto as velocidades presentes nas ondas de rarefacoes sao dadas por F’(s) quando s

percorre o intervalo [sy, 1] em (a) e s € [0, s1] em (D).

Na Figura 3.5 apresentam-se tanto as solucoes analiticas entropicas quanto as numé-

ricas obtidas com o esquema LEH2 implementado no presente trabalho.

Percebe-se que numericamente o esquema apresenta convergéncia para a solucao en-
tropica. O mesmo foi capaz de capturar as ondas de choque com boa precisao. A seguir

expoe-se um outro caso cuja solucao analitica é conhecida.
e Fluxo céncavo-convexo nao-mondétono

Outro exemplo para validac¢ao pode ser dado resolvendo o problema de Riemann (2.16)

com a seguinte funcao de fluxo:

F(s) = 0,5(e" P05 1. 8(s —0,5)%), com s € [0,1]. (3.25)

Este segundo exemplo, diferentemente, do anterior apresenta funcao de fluxo nao-
monoétona, porém por se tratar de um fluxo continuo pode-se também utilizar a construcao

de Oleinik e obter o perfil da solucao analitica entropica. Na Figura 3.6, encontra-se a
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Figura 3.5: Comparagao das solucoes
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numéricas e analiticas. Os casos (a) e (b) corres-

pondem ao PR-1 em distintos tempos t = 0.25 e t = 0.5, respectivamente. Os casos (¢) e
(d) correspondem ao PR-2 nos tempos t = 0.25 e t = 0.5. Foi utilizado CFL = 0.3 e 256

nodos.
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construcao da envoltéria convexa para os seguintes dados de Riemann:

0.8, z <0,
PR —3: s0(2,t=0)= (3.26)
0.2, z >0,

Figura 3.6: Construcao da envoltoria convexa através do grafico da funcao de fluxo (3.25)
para o PR — 3.

Do ponto de vista numérico percebe-se novamente, que o método esta convergindo
para a solucao entrépica, como no caso anterior. Os choques estao se propagando com
velocidades esperadas de acordo com a condig¢ao de Rankine-Hugoniot e as velocidades das
ondas de rarefagoes sao dadas por F’(s) para s € [sq, s1]. Na Figura 3.7, apresentam-se

as solugoes numérica e analitica para condigdo inicial de sY = 0,8 e s? =0, 2.
e Funcao de fluxo descontinua

O dltimo exemplo usado para a validacao do cddigo tem como semelhanga ao nosso
modelo uma descontinuidade no fluxo em relacao a variavel espacial. Este exemplo pode
ser interpretado como um experimento idealizado para o escoamento de dois fluidos na
vertical em um meio poroso, onde este é constituido por dois tipos diferentes de rocha,
tal fato cria uma descontinuidade em z = 0 [22,24]. A parte superior é modelada com a
funcao Fj, enquanto a inferior com a funcao F).. Tais func¢oes sao definidas como segue:

~ 50s%(5(1—s5)?)
5024 5(1 — s)?’

Fi(s) z <0, (3.27)

_10s%(20(1 — 5)?)
B (s) = fosr 200 = 52

2> 0. (3.28)
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Figura 3.7: Comparagao das solu¢oes numéricas e analiticas. Para os casos (a) e (b),
utiliza-se CFL = 0.68 e 256 nodos, sendo que para (a) a solu¢ao foi obtida para um
tempo de 0.3, enquanto para (b) t = 0.6.

Os gréficos para estes dois fluxos podem ser vistos na Figura 3.8. Uma solucao
analitica para este problema pode ser obtida por uma extensao do método de Oleinik
"conectando'"de maneira conveniente os dois fluxos, ver Kaasschieter [8]. Na mesma

figura apresenta-se a construgao geométrica da solucao para os dados de Riemann do tipo
(3.23).

Fung&o Fluxo (F)

. . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
saturagéo s

Figura 3.8: Grafico para as funcoes F; e F,. e extensao da construcao classica de Oleinik
segundo Kaasschieter [8].

Em termos de solugao numérica, compara-se a obtida pelo método LEH2 com a que

se faz presente no trabalho de [13].

Os bons resultados obtidos nos trés exemplos apresentados, mostram que o cédigo

computacional estd obtendo as solucoes que sao esperadas pela literatura, assim pode-
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Figura 3.9: Comparagido das solugdes numéricas e analiticas. Para os casos (a) e (b)

utilizamos CFL = 0.1 e 513 nodos, sendo que para (a) a solugao foi obtida para um
tempo de 0.5, enquanto para (b) t = 1.

se utilizar da mesma estrutura do algoritmo como base para a resolu¢ao numérica do
problema proposto no presente trabalho. No capitulo a seguir faz-se a apresentacao do

modelo para descrever o escoamento vertical bifasico sobre a acao do termo fonte do tipo
delta de Dirac.



Capitulo 4

O Modelo

Neste capitulo apresenta-se um modelo matematico para estudar um escoamento bi-
fasico em um meio poroso homogeéneo, considerando além da agao da gravidade um termo
de fonte singular. Para obtencao do modelo faz-se uma deducao similar a apresentada
em [1] e utiliza-se as mesmas notagoes encontradas em Rodriguez-Bermudez [1], o qual
estudou um escoamento trifasico levando em consideragao a presenca da gravidade, mas
sem termo fonte. No presente trabalho tem-se interesse em estudar apenas o escoamento
entre dois fluidos imisciveis, exemplo dgua (w) e 6leo (0), considerando apenas uma tunica
dimensao espacial (eixo vertical z). Na segunda parte deste capitulo faz-se um processo

de adimensionalizacao da equacao obtida para fins de estudo semianalitico e numérico.

4.1 Modelo Matematico

Modelos matematicos para estudar escoamentos em reservatorios de petroleo tém
sido desenvolvidos a partir do século XIX, Chen [1, 5, 23]. O escoamento bifasico para
fluidos em meios porosos pode ser modelado por uma lei de balanco de massa e uma
equacao de conservacao de momentum, sendo que esta para meios porosos ¢ dada na
forma da lei de Darcy. No presente trabalho considera-se o escoamento de dois fluidos
em um meio poroso homogeéneo, veja Dake [2], e a presenca da agao da aceleragao da
gravidade (g), considerando assim que o reservatoério se encontra na posicdo vertical. E
considerado também a presenca de um termo de fonte do tipo ¢ de Dirac, que representa
uma injecao pontual no ponto z = 0. Para o desenvolvimento do modelo sao consideradas
as seguintes hipoteses: o escoamento ¢é isotérmico; a porosidade do meio é constante, veja
Dake [2[; o fluido ocupa todo o espago poroso da rocha; as fases sdo imisciveis; os efeitos

de compressibilidade das fases e da rocha e os efeitos de pressao capilar entre as fases sao
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desprezados. Assim, baseados nessas hipoteses, pode-se escrever as seguintes equagoes
no sistema de coordenadas cartesianas para que a forca gravitacional aponte na mesma,

diregao que o eixo positivo de z [13].

A equagao de balanco de massa para cada fase i = w, o [11]:

0 0
E(WHS:’) + @(Pﬂii) = Qi (4.1)
onde:
Qi = pigid(2). (4.2)

Onde, ¢ é a porosidade, p;, s;, v;, representam: a densidade, a saturacao e a velocidade; da
fase i, respectivamente. Onde, ¢; € uma constante positiva que representa a frequéncia de
injecao, (); é o termo fonte e z como ja mencianada é a variavel espacial cujo eixo positivo
aponta para baixo, portanto em nossa convencao ondas com velocidades positivas viajam

para baixo, enquanto ondas com velocidades negativa para cima.

A lei de Darcy para cada fase i = w, o:

k;
v; = —K—(Vp; — pige.). (4.3)

7

Onde, K representa a permeabilidade absoluta da rocha, k;, u;, p; representam a perme-
abilidade relativa, a viscosidade e a pressao, da fase 7, respectivamente. O termo g é a
aceleragao da gravidade e e, um vetor unitario com sentido positivo para baixo. Assume-
se que as permeabilidades relativas k; sao funcoes das saturagoes. O meio é totalmente
saturado, isto é, > s; = 1, para i = w, 0. E por simplicidade considera-se as viscosidades

Wi, © = w, o constantes.

Pode-se definidir também as sequintes equagoes:

ki .
Ai = —, parai=uw,o0; A= E i (4.4)
f~—ﬁ ara i = w, o; ’U—E ;s (4.5)
(2 )\7 p - » - (2 .

onde, as fungoes \; e f; sao a mobilidade e funcao de fluxo fracionéria correspondente
para cada fase 7, respectivamente. Tem-se A\ representando a mobilidade total e v a
velocidade total de Darcy [1]. Nota-se de (4.5) que Y f; = 1 para i = w, 0. D4 hipotese
de negligenciar a pressao de capilaridade tem-se p; = p;. Ao substituir (4.3) em (4.5) e

realizar alguns cdlculos obtém-se que:

v = vfi + K\ fipijge., (4.6)
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onde, p;; = p; — p; para as fases i e j, ¢ importante destacar que a velocidade ¢ dada para
cada fase, i # j |1]. Outro fator importante a ser destacado é que a velocidade para cada
fase depende da velocidade total de Darcy v, esta pode ser determinada abaixo utilizando

a lei de balanco de massa.

Como na hipotese foi considerado que a densidade é constante para cada fase 1 = w, 0

e a porosidade ¢ também a equacao de balango de massa pode ser escrita da sequinte

forma:
0 0
O (30) + - (vi) = ¢id(2). (4.7)
Ao somar (4.7) para a fase i = w com i = o, obtém-se:
0 (50t 50) + (v + 1) = (G + 0)5(2) (48)
8t w o az w o) — qw qo z Y "

como o meio é totalmente saturado s, + s, = 1 e de (4.5) chega-se que:

ov

@ = qé(z>7 (49)

onde, ¢ = > ¢; para i = w, 0. Ao integrar (4.9) em rela¢ao a z e tomar como base a teoria

das distribui¢oes de Schwartz [24|, chega-se a:
v(z) = qH(2) + d, (4.10)

onde, H(z) é a fungdo de Heaviside e d uma constante de integracao.

0, 2<0
Hz= ¢ 57 (4.11)
1, z2>0,

Ao (4.10) em (4.6), obtém-se:

v; = [qH (2) +d| f; + KX\ fipijge, (4.12)

Ao substituir (4.5) em (4.12) e tomar em conta as defini¢oes em (4.4) e (4.12), chega-se

ao modelo proposto a ser estudado nesse trabalho na forma dimensional:

¢%(5i) + %(E(Z, si)) = q;0(z), para i =w,o. (4.13)

Com funcao de fluxo dada por,

i Aj
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Para a construcao das solucoes analiticas e para implementacao numérica faz-se neces-
sario adimensionalizar (4.13) e (4.14) para que as varivaeis estejam compreendidas dentro

de um certo intervalo.

4.2 Adimensionalizacao

O processo de adimensionaliza¢ao da equagao (4.13) e da fungao de fluxo (4.14), além
de facilitar a analise da presenca do termo dominante na fungao de fluxo, faz com que
as variaveis fiquem "normalizadas" e seus valores passam a se situar entre certos limites
prescritos [25]. No presente trabalho faz-se um processo de adimensionalizac¢ao similar ao
feito por Rodriguez-Bermidez [1]. Denota-se por K,.; [m?] como a permeabilidade abso-
luta de referéncia, v,y [m/s] a velocidade de referéncia para o problema, p,.; [Kg/m?] a
densidade de referéncia, L [m] o comprimento de referéncia, p..; [Kg m~'s™!] a viscosi-

dade de referéncia. As variaveis adimensionais sao representadas abaixo com um "™".

P B v - K - d q
L¢ 9 Xz L’ (% ’Uref’ Kref’ 'Uref’ q 'Uy-efL ( )
):i = )\i,urefa pNZ = P s ,dz = o s ~i = & , para 1= w, 0. (416)
Pref Href Uref

Pode-se escolher as variaveis de referéncia de varias maneiras, porém como tem-se
Krefprefg

Href
|1]. E assim, ao substituir as varidveis adimensionais acima em (4.13) e (4.14) obtém-se

interesse aqui em nao negligenciar o termo gravitacional, pode-se adotar v,.y =

a seguinte equacgao:

0 0 _ s :
8_5(82) + %(E(zu si)) = Gi0(2), para i = w,o. (4.17)

Com funcao de fluxo dada por:

Fi(,s:) = (GH(Z) + d) piiges. (1.18)

Pode-se a partir de agora omitir o "™"

e trabalhar com a equacao apenas na forma
adimensional. A func¢ao de fluxo (4.18) ndo apresenta dependéncia explicita da saturagao
(veja, |1, 5, 8]) mas como a permeabilidade relativa é fungdo, unicamente, da saturacao,

ou seja, k; = k;(s;) para i = w, o.
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4.3 Permeabilidade Quadratica

Nesse trabalho, assim como em Rodriguez-Bermudez [1]| restringe-se a analise para
o modelo com permeabilidade quadratica, pois com esta escolha consegue-se destacar
os fenomenos de interesse e evitar ao mesmo tempo analises complicadas. Portanto,
explicitamente, a mobilidade de cada fase depende somente da saturacao da fase e é

quadratica, i.e.,

2
., para i =w,o0; )\zg i, para = w,o. (4.19)
Hi

Por fim, ao substituir (4.19) em (4.17) e (4.18) e considerar o fato de o meio ser
totalmente saturado (e portanto uma das equagoes pode ser desconsiderada), consegue-se

escrever o modelo como apenas uma equacao da seguinte forma para a fase i = w:

0 0
a(sw) + &Fw(% Sw) = qud(2). (4.20)

Com funcao de fluxo dada por:

(qH(2) + d)(s0) n (50)*(1 = 50)*Puo

Foless) = ——S gt 2y
w —l— w

fu Ho

Ressalta-se que com o auxilio da equacao de estado s, = 1 —s,,, é possivel demonstrar
que a equacao para a fase w é a mesma que a para a fase o, portanto a partir daqui s6

serd utilizada a equacao para uma fase no caso s = s,,.

O numerador da fungao de fluxo (4.21) é composto por duas partes, onde uma delas
é consequéncia da presenca do termo gravitacional, e pode ser escrita como:

(Sw)2(1 B Sw)2pwo ‘

Glow) = T

(4.22)

No presente trabalho, sera considerado G(s,) # 0, portanto o caso em que py, = 0
nao serd analisado, pois se estaria considerando os fluidos com mesma densidade e o
escoamento nesse caso seria puramente convectivo, ver [1|, em tal caso todas as ondas
teriam velocidades positivas e a solucao do problema de Riemann, mesmo com o termo
fonte 0 de Dirac seria trivial. A seguir sao construidas as solu¢oes de Riemann para o
modelo proposto no presente capitulo, certas dificuldades aparecem devido a presenca da

funcao de Heaviside e do termo fonte singular.



Capitulo 5

Construcao da Solucao Analitica para o
Problema de Riemann

No presente capitulo serao obtidas as solu¢oes de Riemann para a (4.20), utilizando
para isto uma extensao da construcao geométrica de Oleinik, que nos permite construir
os perfis esquemaéticos das solu¢oes mesmo com a presenca da descontinuidade da funcao

de fluxo em relacao a variavel espacial, obtendo assim, a solu¢ao em todo o dominio.

Em geral, como consequéncia de uma descontinuidade espacial em z = 0 na funcao
de fluxo, todas as solugoes de Riemann irao apresentar um choque estacionéario. Kaass-
chieter em [8] obteve critérios de entropia para tais choques estacionarios ao estudar um
problema com fluxo descontinuo que modela o escoamento bifasico puramente gravitacio-
nal (ou seja, termos convectivos devido a gradientes de pressao sao desconsiderados) e sem
termo fonte. No trabalho de Kaasschieter a descontinuidade no fluxo era consequéncia
da heterogeneidade da rocha. No presente trabalho, utiliza-se uma ideia similar as de
Kaasschieter |8], para a obten¢ao de novos critérios de entropia para o problema proposto
no capitulo 4 de injecao pontual em z = 0 em um escoamento bifasico com gravidade
e termos convectivos por gradientes de pressao modelado pela lei de balango (4.20) com
fungao de fluxo descontinua dada por (4.21). Dado que nao sdo apresentadas as pro-
vas desses critérios de entropia utilizados, enunciam-se tais resultados em forma de duas

conjecturas.

5.1 A Funcao de Fluxo

A construgao geométrica classica de Oleinik para problemas de Riemann com funcgoes

de fluxo continuas é feitas através das construcoes das envoltoria concavas ou convexas
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ou combinacoes destas, ou seja, as solucoes sao obtidas a partir da relacao entre os dados
iniciais e do grafico da fung¢ao de fluxo [7, 19]. No problema estudado no presente trabalho,
a fungao de fluxo dada por (4.21), devido a presenca da func¢io de Heaviside (H(z)),
apresenta uma descontinuidade em z = 0. Pode-se escrever tal funcao de fluxo da seguinte

forma;:
Fi(sw), 2 <0,
F(z, 80) = { H(sw), 2 (5.1)

onde,

Hw Hw o
Fi(s0) = , 5.2
l(S ) (Sw)2 (1 _Sw)2 ( )
Huw Ho

fhuw Lo o
F.(sy) = . 2.3
B S L (e )
_l_
Haw Mo

Graficamente tem-se a situagdo apresentada na Figura 5.1 com F,.(s,) > Fi(s,) para

todo s, € (0,1). Para facilitar a notagdo omite-se daqui para frente o subindice w.

Fluxos FI e Fr
0.1

0.051

r

=)

Funcbes FeF

-0.051

—_—F

E
r

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

S,
W

Figura 5.1: Fluxos F; e F,. para o modelo proposto. O grafico F' versus s pode ser
interpretado como se F' fosse definida por duas sentencas, onde uma curva foi obtida para
z < 0 e outra para z > 0. Para a construcao do grafico foram tomados os seguintes
parametros: fi, = fo =1, pp =1, p, =0.1, ¢ =0.1 e d = 0.15.

Um passo importante para construgao geométrica das solugoes de Riemann para o

modelo proposto é identificar a quantidade de pontos de inflexao em Fj e F, no intervalo
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(0,1). O método usual para determinar os pontos de inflexdo de uma fungao corresponde
a uma tarefa drdua para este caso, devido a complexidade das derivadas de tais funcoes.
Contudo, evidéncias numéricas tém conduzido a presenca de um ou dois pontos de inflexao
em (0,1). Ao tomar p = p,, = i, por simplicidade e apos alguns célculos, pode-se per-
ceber que para |p,o| > |pd| (ou seja, gravidade dominante), as curvas F; e F, apresentam
dois pontos de inflexdao, enquanto para |p,,| < |pd| (ou seja, convec¢do dominante), ape-
nas um ponto cada. Apresenta-se, no presente trabalho, as solu¢oes de Riemann apenas
para o caso em que a gravidade é dominante. Este caso é mais interessante, pois devido a

presenca de dois pontos de inflexao as solucoes apresentam um maior nimero de ondas.

A seguir é apresentada a extensao da construgao geomeétrica classica de Oleinik, que

nos permite construir os perfis esquematicos das solucoes em todo o dominio.

5.2 Construcao da Solucao Analitica Baseado Na Ex-
tensao do Critério de Oleinik

O modelo em estudo é descrito por (4.20) com funcao de fluxo (4.21). Obviamente,

buscam-se solugoes fracas de(4.20), isto é equivalente a se considerar no sentido fraco que:

se+ (Fi(s)), = qud(z), 2<0, t>0,

z

S¢ + (Fr(s))zzqw(S(z), z>0, t>0,
e, para z = 0, s satisfaz a condicao de Rankine-Hugoniot; ou seja, para quase todo t,
Fi(S) = E.(S,). (5.4

onde, S; = lim, - s(z,t) e S, = lim, o+ $(2,t).

As solugoes fracas podem nao ser unicamente determinadas pela condigao inicial,
sendo necessario um critério adicional para se obter a solucdo fisicamente correta. E
sabido que as restrigdes usuais para se obter unicidade (condigao de Lax ou Oleinik) nao
se aplicam na presenca de ondas estacionarias |12, 26]. Este fator motiva a busca por
um novo critério de entropia que permita obter uma extensao geométrica da construcao

classica de Oleinik.

Kaasschieter [8], ao estudar as solug¢oes de Riemann para um escoamento bifésico
com gravidade em um meio poroso heterogéneo, deparou-se com a presenca de ondas

estacionarias nas solucoes. Tal fendmeno era consequéncia da descontinuidade na funcao
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de fluxo, em relacao a variavel espacial, devido ao fato da porosidade ¢ nao ser constante.
Assim, [8] apresentou duas desigualdades de entropia, uma para quando a velocidade do
choque o # 0 e outra para ¢ = 0. Para a primeira condicao, Kaasschieter verificou que
todos os saltos satisfaziam a condicao de entropia de Oleinik, portanto para z < 0e z > 0

os perfis das solucoes foram obtidos através da construcao geométrica de Oleinik.

Apesar de no presente trabalho se estar considerando um meio poroso homogéneo,
a presenca do termo fonte do tipo & de Dirac produz uma descontinuidade na funcao
de fluxo. Assim, é de se esperar uma semelhanca na estrutura das solugoes com as do

problema apresentado por [8], isto é, na composi¢ao das sequéncias de ondas.

Para o modelo proposto os perfis das solu¢oes de Riemann para z < 0 e z > 0 também
podem ser obtidas através da construcao geométrica de Oleinik. Entretanto, para o caso
em que z = 0 tem-se a presen¢a de uma onda de choque estacionaria (o = 0), como a
construcao geométrica classica de Oleinik nao se aplica nesse caso, apresentam-se duas
conjecturas que foram escritas com base nos teoremas presentes em [8] e que permitem

estender a construcao geométrica de Oleinik para o modelo estudado no presente trabalho.

Dividem-se as construcoes das solucoes de Riemann em dois casos. O primeiro deles
Pwo > 0 que tem como particularidade Fj e F,. apresentarem um ponto de maximo cada.
Para o segundo caso, py,, < 0 e F; e F,. apresentam um minimo cada. Para ambos os
casos F.(s) > Fj(s) para todo s € (0,1). Do ponto de vista fisico do problema, p,, > 0
representa que a agua é mais densa que o 0leo, enquanto para p,, < 0 o 6leo é mais
denso que a agua. Assim devido aos efeitos gravitacionais e das diferentes proporcoes
de saturacoes iniciais destes fluidos existem uma grande variedade de solugdes a serem

construidas.
e Caso 1: p,, > 0 (Caso em que a adgua é mais densa que o 6leo)

Para este primeiro caso apresenta-se uma conjectura que permite estender a constru-
¢ao geométrica de Oleinik. Para uma melhor compreensao de tal conjectura definem-se

estados relevantes como segue.

e M, é tal que Fj é crescente em [0, M| e decrescente em [M;, 1];
e s ¢ 0 estado inicial a esquerda;
e s¥ & o estado inicial & direita;

e s étal que F.(s;) = F,(M,), quando s, € [0, M,];
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e s’ étal que F.(sf) = F,(M,), quando s, € [M,, 1];
e st ¢ tal que F,(s?) = Fi(s)), quando F.(s*) > 0;
e s & tal que F,(s) = Fi(s)), quando F.(s**) < 0;
e s; ¢ tal que Fi(s}) = F.(s%), quando F)(s}) > 0;

e 5% & tal que Fi(si*) = F.(s%), quando F] (s*) < 0.

Fi(s1) — Fi(s1)
S1 — S

e 5 & tal que = F/(s1).

Além destes estados importantes, utiliza-se uma notagao similar a presente em [10] a

~ . . wave,
fim de descrever as solugoes de Riemann. Assim, denota-se por s; —— s, para expressar
o fato de que o estado s; é conectado ao estado s, (na direita) por uma onda elementar

do tipo wave. Os tipos de ondas elementares sao denotadas como segue.

Nomenclatura para as ondas elementares

e R se a onda ¢ uma rarefagao;
e SH, se a onda é um choque com velocidade nao nula (o # 0);

e SC, se a onda é um choque cuja velocidade é caracteristica a direita, isto é o =
/ .
F'(s);

e (S, se a onda é um choque cuja velocidade é caracteristica a esquerda, isto é
/ .
c=F (Sl),

e SE, se aonda é um choque estatico (o = 0);

e CSE, se a onda é um choque estatico (0 = 0) cuja velocidade é caracteristica a

esquerda;

e SCE, se a onda é um choque estatico (0 = 0) cuja velocidade é caracteristica a

direita.
Onde:

e Ondas de Choque (SH) sao da forma;
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e Onda de Rarefagao (R) sao da forma;

Si, z S nlta
R(n) =< (F)"Yn), mt<z<nt, (5.6)
Sy, 22 1pt.

F(sy) — F(s1)

Sp — 8]
e z > 0 podem ser obtidas através das construcoes das envoltorias concava e convexa

z
Com n = o= F'(s), mp :== F'(s;) e 0 = As solugoes para z < 0
(construcao classica de Oleinik). Para z = 0 tem-se a presenca de uma onda de choque

estatica, assim as solugoes podem ser escritas da seguinte forma:

G.0.E.1 SE G.0.E.2
) /s 5 25 5, /s 0
Onde G.O.E.1 e G.O.E.2 representam dois grupos formados pelas sequéncias de ondas
elementares, o primeiro deles é composto por ondas com velocidades negativas e o se-
gundo grupo ondas com velocidades positivas. O critério de entropia para determinar as
solucoes fisicamente corretas e em particular para determinar os estados S; e S, que estao

conectados pelo choque estacionério, pode ser enunciado através da seguinte conjectura.

Conjectura 5.2.1 (Critério de Entropia) Seja F; crescente em [0, M,] e decrescente
em [M;,1]. Assume-se que F.(s) > Fi(s) para todo s € (0,1). Seja s, € [0, M,) tal
que F.(s;) = Fi(M,) (cuja ezisténcia estd garantida pelo fato de que Fi(0) = F,.(0) = 0,
F.(s;) > Fi(s1) para todo s € (0,1) e pela continuidade de F; e F,). Seja s; € (M,,1]
tal que F.(s}) = F, (M) (s} nao necessariamente existe). Entdo, tem-se como solugoes

entropicas de Riemann as sequintes sequéncias de ondas:

(a) se M; <s?<1e0<s?< sl entao

G.O.E.1

CSE _ G.O.E.2
9 GO a5 CSE g 0,

yp S8

(b) se M; < s) <1lest <s?<1,entao

G.0.E.1 SE
sy /s s =85 ——— S5, = sY;

(c) se 0 <Y < Mje0<sY< s entdo

SE G.O.E.2
=9 —E g =g ¢, 0
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(d) se 0 <s) < Mjes*<s<1,entao
G.0.E.1 SE
) s g =5 —— S, =5
Nota-se através da conjectura (5.2.1) que para o caso (a) existem dois grupos de
ondas elementares, o primeiro viajando com velocidade negativa para a esquerda (parte
superior do reservatorio) e outro com velocidade positiva para a direita (parte inferior do
reservatorio). Para os casos (b) e (d) tém-se apenas um grupo viajando com velocidade
negativa para a esquerda (parte superior do reservatorio), enquanto em (c¢) tem-se somente

um grupo que viaja com velocidade positiva (parte inferior do reservatorio).

Com o auxilio da construgao geométrica de Oleinik para z < 0 e z > 0 e da conjectura
(5.2.1), para conectar S; a S,, pode-se obter as solu¢bes de Riemann para o modelo
proposto. Dependendo dos dados de Riemann sY e s? e da sua localizagao em relagao
aos pontos de inflexao nas funcoes de fluxo F; e F,. varios subcasos podem acontecer.
Em forma de exemplo expoem-se as seguintes solucoes de Riemann para alguns desses

subcasos:

(a) se M; <s? <1e0<s?< s, uma sequéncia de ondas possivel é;

sc R CSE _ SH
59 S1 M=5—"—8.=s — s%

veja Figura 5.2(a) e Figura 5.3(a)
(b) se M; < s) <1est <s?<1, uma sequéncia de ondas possivel ¢;
$0 g =g g = 0,
veja Figura 5.2(b) e Figura 5.3(b)
(c) se 0 < sY < My e0<s?< s uma sequéncia de ondas possivel é;
=8 L5 =g 2,50
veja Figura 5.2(c) e Figura 5.3(c)
(d) se 0 < s) < Mj e st < s?<1, uma sequéncia de ondas possivel ¢;
s =g g =0
veja Figura 5.2(d) e Figura 5.3(d)

Na Figura 5.3 expdem-se os respectivos perfis esquematicos das solugoes (figuras feitas a

mao, onde ondas de rarefagdo foram representadas por retas).
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Gréfico da Fungao de Fluxo

Gréfico da Fungao de Fluxo
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Figura 5.2: Construcao geométrica das solu¢oes de Riemann. Os dados iniciais sao dados

0.35

0 _—
l

0.5; (d)
tros: fhy = po = 1,

9=035¢e s

0.9; (¢)

= 0.8, para todos os casos foram utilizados os seguintes par

=1les?!=0.1;() s?=05e s =

0 _
l

por: (a)

0
r

alne

A

e s
Pw

1, po =0.1,d = —0.15, ¢ = 0.1, ¢, = 0.01.
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Figura 5.3: Perfil esquematico ilustrativo (construido a mao) das respectivas construgoes
apresentadas na Figura 5.2 para um tempo fixo ¢ = 1. As ondas de rarefacoes sao
representadas por retas inclinadas em relagao aos eixos.
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e Caso 2: p,, < 0 (Caso em que o 6leo é mais densa que a agua)

Para este segundo caso, tem-se uma situacao em que o Oleo é mais denso que a
dgua. Realiza-se um procedimento analogo ao do anterior (p,, > 0) para a construgao
geométrica das solucoes. Para isto definem-se os seguintes estados importantes para a

apresentacao da conjectura:

e M, é tal que F, é decrescente em [0, M,] e crescente em [M,, 1];
e sV ¢ 0 estado inicial a esquerda;

e 50 & o estado inicial a direita;

e s, étal que Fi(s; ) = F.(M,), quando s; € [0, M,];

e s étal que Fi(s;") = F.(M,), quando s;” € [M, 1];

o st ¢ tal que Fi(s?) = Fi(s)), quando F.(s*) > 0;

e s & tal que F,(s) = Fi(s)), quando F.(s**) < 0;

e s; ¢ tal que Fi(s}) = F.(s%), quando F)(s}) > 0;

e 5% & tal que Fi(si*) = F.(s%), quando F) (s*) < 0.
F.(s;.) — F.(s1)

Sp — S2

e s, & tal que = F(s2).
Ao utilizar a mesma nomenclatura das ondas elementares do caso 1 em que p,, > 0
e considerar o fato de que as solucoes também apresentam a estrutura dada por:

G.O.E.1

0 SE GO.E2 _
5 ——— S — S, ————— s

re

Entao o choque entropico entre os estados S; = lim, ,o- s(z,t) e S, = lim, o+ s(z, 1)

pode ser determinado através da seguinte conjectura:

Conjectura 5.2.2 (Critério de Entropia) Seja F, decrescente em [0, M,] e crescente
em [M,,1]. Assume-se que F.(s) > Fi(s) para todo s € (0,1). Seja s; € [0, M) tal que
Fi(s;) = F.(M,) (cuja ezisténcia é garantida pelo fato de que F,.(0) = F;(0) e F.(s,) >
Fi(s)) para todo s € (0,1) e da continuidade de Fy(s) e F,(s)). Seja s € (M;,1] tal
que Ey(s;) = F.(M,) (s nao necessariamente existe). Entdo, tem-se como solugées as

sequintes sequéncias de ondas:
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(a) se M, <s¥<1e0<s)<s;, entao

G.O.E.1 G.O.E.2
s)y s 5 —5 2 g - M, ———— sY;

(b) se M, <s?<1les <s?<1,entao

G.O.E.2

Do SE g g COB2
(c) se 0 < s¥ < M, e0<s?< s, entdo
G.0.E1
s g =5 ——5 S, ="

(d) se 0 <s? < M, e st <s? <1, entao

G.O.E.2
=5 2o 5, = s FOEL,

Através da conjectura 5.2.2 nota-se que as solugoes podem ser compostas de dois
grupos de ondas elementares separados pela onda estacionéria, que é o que de fato ocorre
para o caso (s). Ja em (b) e (d) tém-se apenas um grupo com velocidade positiva viajando

para a direita e em (¢) um grupo com velocidade negativa viajando para a esquerda.

Com o auxilio da construcao geométrica de Oleinik e da conjectura 5.2.2 pode-se
obter as solugoes de Riemann para o caso em estudo (p,, < 0). Em forma de exemplo

expoem-se as seguintes solucoes de Riemann:

(a) se M, <s¥<1e0<s)<s/, uma sequéncia de ondas possivel é;

SH _ SCE R SH
s?—>sl =85 — S5, =M, S1 sY;

veja Figura 5.4(a) e Figura 5.5(a)

(b) se M, <s?<1es <s? <1, uma sequéncia de ondas possivel é;
=8 L5 =g 2,50
veja Figura 5.4(b) e Figura 5.5(b)
(c) se 0 < sY < M, e0<s)< s}, uma sequéncia de ondas possivel ¢é;

SH SE
s ——— =8 —— 8 =5
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veja Figura 5.4(c) e Figura 5.5(c)

(d) se 0 < s? < M, e s <s? <1, uma sequéncia de ondas possivel ¢;
V=9 L 55 =g S0
veja Figura 5.4(d) e Figura 5.5(d)

Na Figura 5.5 expdem-se os respectivos perfis esquematicos das solugoes (figuras feitas a

mao, onde ondas de rarefagdo foram representadas por retas).
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Figura 5.4: Construcao geométrica das solugoes de Riemann. Os dados iniciais sao dados
por: (a) s =01es?=1;(b) s? =08e s’ =1; (c) s? =045 e s¥ =0.25; (d) s?=0.8
e sY = 0.25, para todos os casos foram utilizados os seguintes parametros: ji, = o, = 1,

pw=0.1,p,=1,d=0.15 g=0.1, g, = 0.01.
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Figura 5.5: Perfil esquemético das respectivas construcoes apresentadas na Figura 5.4
para um tempo fixo t = 1.
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Um fato a ser posicionado é que em um primeiro momento nao se havia utilizado
as conjecturas apresentadas para construcao das solucoes, e sim uma noc¢ao puramente
intuitiva, pois tanto para z > 0 como para z < 0, o problema se reduzia a construcao
geométrica classica de Oleinik, pois F; e F, sao continuas. Nestas regioes as solugoes
eram formadas de combinagoes de ondas de choques e rarefacoes [12]. Heuristicamente,
era sabido que em z = 0, poderia haver uma onda estaciondria, que satisfizesse a condicao
de Rankine-Hugoniot, como definida em (5.4). Assim, graficamente se fazia a passagem de
um fluxo F para F, ou vice-versa, através de um ponto de méaximo (M;) ou minimo (M,.).
Esta escolha inicial era insuficiente para resolver o problema de Riemann, pois existia
uma variedade de dados iniciais em que nao era possivel obter a solu¢cao por haver uma
incompatibilidade de velocidades. Um exemplo desta construcao e da incompatibilidade

pode ser visto na Figura 5.6.
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Figura 5.6: (a) Construgao intuitiva do perfil esquematico da solu¢ao baseada na extensao
do critério de Oleinik. Para condigoes iniciais s; = 1 e s, = 0,45 a sequéncia de ondas é
entropica, porém para o caso em que s) = 1 e s? = 0.8 tal construgao seria impossivel. (b)
Perfil da solucao para um determinado tempo t = 1, com dados iniciais s;, = 1 e s, = 0, 45.

Para o caso em que s; = 1 e s,, = 0.45 construia-se a solu¢ao por um processo analogo a
hipotese (a) da conjectura (5.2). Porém, para o caso em s; = 0.8 tal construgao conduziria
a uma incompatibilidade de velocidades das ondas, pois ap6s um choque estacionério

(0 = 0), haveria um choque com velocidade negativa (¢ < 0), o que contradiz a construgao

0

» em um sentido crescente de velocidades.

geométrica de Oleinik que parte de s para s

A seguir sao expostas as solu¢gdes numéricas obtidas com o auxilio do método LE B2
e com o algoritmo presente na Figura 3.3. Tais solu¢does numéricas sao comparadas com

os perfis das solucoes obtidos pela extensao da construgao classica de Oleinik.



Capitulo 6

Resultados Numéricos

Neste capitulo serao apresentados os resultados numéricos obtidos pelo esquema de
diferengas finitas obtido a partir da abordagem Lagrangeana -Fuleriana descrito no capi-
tulo 3 quando utilizado para resolver o problema de Riemann para a equacao (4.20) com
fluxo (4.21). Na implementagao computacional do método numeérico, acrescenta-se uma
regularizagio conveniente do termo fonte singular com base em [15]. Isto implica em uma

aproximacao continua da distribuicao ¢ de Dirac em relacao a malha computacional.

Na segunda parte do capitulo os resultados numéricos sao expostos e se estabelece
uma validacao dos mesmos comparando-os, qualitativamente, com os perfis das solucoes
entropicas obtidas pelo método da construgao geométrica apresentado no capitulo 5. Uma
observacao importante ¢ que as solucoes numéricas obtidas pelo método LE B2 servem
como ” evidéncias numéricas” de que as conjecturas 5.2.1 e 5.2.2 utilizadas na construcao

geométrica da solugao sao verdadeiras.

6.1 Regularizacao do Termo Fonte §(z)

Segundo [26,27] a regularizagdo numeérica de termos singulares é uma técnica im-
portante em muitos processos computacionais e tem sido utilizada em uma variedade de
aplicacoes. Para o nosso problema, torna-se importante substituir a distribuicao ¢ de
Dirac por uma funcao continua salvo discretizacao e avaliagao na malha. Apresentam-se
duas funcoes regularizadoras de §, uma linear e uma outra funcao tipo cosseno, as quais

satisfazem determinadas condi¢oes de momento [26, 27].

Definigao 6.1.1 Diz-se que uma func¢ao 6.(z) satisfaz a condi¢ao de momento de ordem

P (ou que 0.(z) € T?), se 6. tem um suporte compacto em [—e,¢], € = Nh, h = Az,
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N>0e¢

My(0e, 2. 0) = h 3 [Be(z = 2))(z — ) = {1’ 6=0, (6.1)

0, 1<b<np,

para algum z € R, onde z; = jh, h >0, j € Z.

A primeira condicao de momento, para b = 0, garante que a "massa” de delta seja
identicamente 1, independente de mudangas na malha. Segundo [15], a precisdo numérica
¢ determinada pela ordem do momento da aproximacgao da fungao delta. Em termos

praticos podemos definir as seguintes aproximacoes para o delta:

1

Zo(%), |z <e=Nbh,
19 19

0, |z| > e = Nh,

de(2) = (6.2)
onde, 6. € C(R), isto é, p(—1) = ¢(1) = 0. Com esta notacao, temos uma fungao de

regularizagao d~ linear se tomamos;

ph(€) =1- ¢, (6.3)

e uma funcao de regularizacao do tipo cosseno 6¢%° dada por;
CcoSs 1
™ (€) = 51+ cos(nt)). (64)

Para ambas as aproximagoes, a condi¢do de "massa”’ (ou seja, condigdo de momento
para b = 0) é cumprida por N > 1 com inteiro ¢ = Nh para a fun¢do linear, e por
e = (N +1)/2h para a funcao cosseno. A condi¢do de momento para b = 1 nao ¢é
satisfeita para a aproximagao com funcao do tipo cosseno, portanto a mesma é de ordem

1. Ja a funcdo linear pode-se verificar que tem momento de ordem 2 [26].

6.2 Resultados Numéricos e Discussoes

Nesta secao apresentam-se as solucoes numéricas do problemas de Riemann para a
equagao (4.20) com funcao de fluxo dado por (4.21) obtidas pelo método de diferen-
cas finitas LEB2 apresentado no capitulo 3 e com a regularizagao linear descrita acima.
Faz-se uma comparagao em termos qualitativos entre as solugoes obtidas pelo esquema
Lagrangeano-Euleriano (LE B2) e aquelas obtidas pelo método de construgao geométrica
exposto no capitulo 5. Dividem-se as solugoes em dois casos, um em que p,, > 0 e outro

Puwo < 0.
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e Caso 1: py, > 0 (Caso em que a agua é mais densa que o 6leo)

Para este primeiro caso tem-se que a dgua ¢é mais densa que o 6leo, é possivel a obtencao
de uma variedade de solugoes a partir da evolucao no tempo das diferentes proporc¢oes de
saturacoes iniciais destes fluidos. Nas Figuras 6.1-6.4 sao apresentadas do lado esquerdo
as solugoes numeéricas obtidas com o auxilio do método LEB2 e da regularizagao (6.3).
Do lado direito das mesmas sao expostos os respectivos perfis aproximados das solucoes
obtidas pelo método analitico da extensao da construcao geométrica de Oleinik com a
conjectura 5.2.1. Expoem-se nas 6.1-6.4 uma maior quantidade de exemplos que no capi-
tulo 5. Especificamente, para cada caso (a), (b), (¢),(d) da conjectura 5.2.1 mostram-se

dois subcasos.

Na Figura 6.1, tem-se dois exemplos de solugoes (i) e (i), que apresentam como
diferenga o estado inicial a esquerda sY, tal fato caracteriza a presenca de uma onda
de choque com velocidade negativa a mais em (i) que em (i7). Fisicamente, percebe-se
que devido aos fenomenos convectivos e pelo fato de se estar considerando a agua mais
densa que o 6leo, a mesma tende com o passar do tempo a se depositar na parte inferior
do reservatorio. Nas Figuras 6.2-6.4, as solucoes apresentam apenas grupos de ondas

viajando para uma das partes, superior ou inferior, do reservatorio.
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Figura 6.1: Comparacao qualitativa entre as solugoes numéricas e os perfis esquematicos
obtidos pela extensao da constru¢ao geométruca. Para os casos (i), (i7) tém-se: 513
nodos, t =1, CFL = 0.8. Os parametros sao: [, = fto = 1, py =1, p, = 0.1, d = —0.15,
q=0.2e g, =0.01. Os dados iniciais para (i) foram s) = 1 e s = 0.01, enquanto para
(i1), s¥ = 0.65 e s¥ = 0.01. Os dados iniciais de Riemann tanto para (i) como para (i)
correspondem ao caso (a) da conjectura 5.2.1. M; =0.39 e s, = 0.62
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Figura 6.2: Comparacao qualitativa das solu¢oes numéricas e analiticas. Para os casos
(1), (it) tém-se: 513 nodos, t = 1, CFL = 0.8. Os parametros sao: fi, = fto = 1, puw = 1,
po = 0.1, d = —0.15, ¢ = 0.1 e ¢, = 0.01. Os dados iniciais para (i) foram s} = 1
e s? = 0.62, enquanto para (ii), s’ = 0.45 e s2 = 0.8. Os dados iniciais de Riemann
tanto para (i) como para (ii) correspondem ao caso (b) da conjectura 5.2.1. M; = 0.39 e
st =0.62
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e Caso 2: p,, < 0 (Caso em que o 6leo é mais denso que a agua)

Para este caso tem-se que a agua ¢ menos densa que o 6leo, é possivel a obtencao de
uma variedade de solugoes, a partir da evolucao no tempo das diferentes proporcoes de
saturacoes iniciais destes fluidos. Nas Figuras 6.5-6.8 sao apresentadas do lado esquerdo
as solugoes numeéricas obtidas com o auxilio do método LEB2 e da regularizagao (6.3).
Do lado direito das mesmas sao expostos os respectivos perfis aproximados das solucoes
obtidas pelo método analitico da extensao da construcao geométrica de Oleinik com a
conjectura 5.2.2. Expoem-se nas 6.5-6.8 uma maior quantidade de exemplos que no capi-
tulo 5. Especificamente, para cada caso (a), (b), (¢),(d) da conjectura 5.2.1 mostram-se

dois subcasos.

Na Figura 6.5, tem-se dois exemplos de solugoes (i) e (i), que apresentam como
diferenga o estado inicial a direita s2, tal fato caracteriza a presenca de uma onda de
choque com velocidade positiva a mais em (i) que em (77). Fisicamente, percebe-se que
devido aos fendomenos convectivos e pelo fato de se estar considerando a agua menos densa
que o 6leo, o mesmo tende, com o passar do tempo, a se depositar na parte inferior do

reservatorio.

Na Figura 6.7, fica evidente uma das relevancias do presente trabalho. Caso nao
houvesse o perfil esquematico obtido através da construgao geométrica apresentada no
capitulo 5, poderia-se analisar de maneira equivocada a solucao para este caso tentendo
a interpretar o estado constante da mesma, como oscilacoes espirias apos o choque, que

¢ conhecido em literatura como "undershoot"[25].



6.2 Resultados Numéricos e Discussoes 74

1 1
09t ool
08t 08l
o7t ozl
06 0.6
» 050 © 05
04t 04t
0.3F 0.3F
0.2t 02t
01t 01t
% -0.5 0 05 1 % -0.5 0 0.5 1
y4 Y4
(i)
1 1
0.9F 0.9+
0.8 0.8
o7t o7t
06 0.6
» 050 ® 05
04t 04f
03t 0.3t
0.2t 0.2t
01t 01t
% -0.5 0 05 1 % -0.5 0 05 1
Z Y4
(ii)

Figura 6.3: Comparacao qualitativa das solu¢oes numéricas e analiticas. Para os casos
(1), (it) tém-se: 513 nodos, t = 1, CFL = 0.9. Os parametros sao: fi, = fto = 1, puw = 1,
po = 0.1, d = —0.15 ¢ =0.1¢ ¢, = 0.01. Os dados iniciais para (i) foram s} = 0.35
e s2 = 0.5, enquanto para (i), s = 0.05 e s2 = 0.5. Os dados iniciais de Riemann
tanto para (i) como para (i7) correspondem ao caso (c¢) da conjectura 5.2.1. M; = 0.39 e
s =0.63 em (i) e s&* = 0.76 em (i1).
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Figura 6.4: Comparacao qualitativa das solu¢oes numéricas e analiticas. Para os casos
(1), (i) tém-se: 513 nodos, t = 1, CFL = 0.8. Os parametros sdo os mesmos da Figura
6.2. Os dados iniciais para (i) foram s = 0.35 e s? = 0.8, enquanto para (ii), sY = 0.1 e
sY = 0.9. Os dados iniciais de Riemann tanto para (i) como para (ii) correspondem ao
caso (d) da conjectura 5.2.1. M; = 0.39 e s&* = 0.63 em (i) e s* = 0.7 em (47).
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Figura 6.5: Comparacao qualitativa das solu¢oes numéricas e analiticas. Para os casos
(1), (#1) tém-se: 513 nodos, t = 1, CFL = 0.7. Os parametros sao: fl, = fto = 1, pp, = 0.1,
po=1,d=0.15,q=0.15e q, = 0.01. Os dados iniciais para (i) foram s? = 0.01 e s? = 1,
enquanto para (i), s = 0.01 e s2 = 0.58. Os dados iniciais de Riemann tanto para (i)
como para (i) correspondem ao caso (a) da conjectura 5.2.2. M, = 0.29 e s;” = 0.55.
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Figura 6.6: Comparacao qualitativa das solu¢oes numéricas e analiticas. Para os casos
(1), (i) tém-se: 513 nodos, t = 1, CFL = 0.7. Os parametros sdo os mesmos da Figura
6.5. Os dados iniciais para (i) foram s? = 0.56 e s? = 1, enquanto para (ii), sY = 0.7 e
sY = 1. Os dados iniciais de Riemann tanto para (i) como para (i) correspondem ao caso
(b) da conjectura 5.2.2. M, =0.29 e s = 0.55.
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Todas as solucoes numéricas apresentadas nas Figuras 6.1- 6.8 foram obtidas com o
auxilio da regularizagao (6.3). Escolheu-se tal regularizacao para obter estas solugoes, pois
os resultados obtidos com o auxilio desta estao, em termos qualitativos, bem proximos
dos apresentados pela regularizacao (6.4). Na Figura 6.9 tem-se no lado esquerdo em
(7) a solugao encontrada com a regularizagao (6.3) e em (i7) com a regularizagao (6.4).
Do lado direito encontram-se os respectivos perfis esqueméaticos obtidos pela extensao da

construcao geométrica de Oleinik.

Em todos os casos apresentados as solucoes numéricas apresentam qualitativamente
o mesmo comportamente das respectivas analiticas, o que de certa forma corrobora o fato
de que o método apresenta um bom desempenho para capturar ondas estacionarias. O uso
da regularizacao do delta de Dirac foi de fundamental importancia para implementacao

do termo fonte, visto que trabalha com uma funcao continua salvo discretizacao.

Destaca-se o fato de que as solucoes construidas sao as entropicas, isto é, sao as solu-
¢oes fisicamente esperadas pelas diferencas de densidades e pelas proporcoes de saturacoes
em cada uma das misturas separadas pela interface. No capitulo seguinte sao apresentadas

as conclusoes obtidas ao longo do desenvolvimento do presente trabalho.
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Figura 6.7: Comparacao qualitativa das solu¢oes numéricas e analiticas. Para os casos
(i), (#i) tém-se: 513 nodos, t = 1, CFL = 0.6. Os parametros sao os mesmos da Figura
6.5. Os dados iniciais para (i) foram s? = 0.53 e s° = 0.2, enquanto para (i), s = 0.5 e
s9 = 0.27. Os dados iniciais de Riemann tanto para (i) como para (ii) correspondem ao
caso (c) da conjectura 5.2.1. M; =0.29 e s; = 0.58 em (i) e s = 0.56 em (i).
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Figura 6.8: Comparacao qualitativa das solu¢oes numéricas e
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analiticas. Para os casos
(i), (#i) tém-se: 513 nodos, t = 1, CFL = 0.8. Os parametros sao os mesmos da Figura
6.5. Os dados iniciais para (i) foram s = 0.8 e s¥ = 0.2, enquanto para (i), sY = 0.8 e
59 = 0.01. Os dados iniciais de Riemann tanto para (i) como para (ii) correspondem ao
caso (d) da conjectura 5.2.1. M; =0.29 e s; = 0.58 em (i) e s = 0.6 em (i1).
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Figura 6.9: Comparacao entre as regularizacoes. Para os casos (i), (#7) tém-se: 513 nodos,
t =1, CFL = 0.68. Os parametros sao: [, = o = 1, pu = 1, po = 0.1, d = —0.15,
q=0.1¢e g, =0.01. Os dados iniciais sao s? = 1 e s? = 0.45, para ambos 0s casos.



Capitulo 7

Conclusoes e Trabalhos Futuros

7.1 Conclusoes

No presente trabalho foi apresentado um modelo para descrever o escoamento bifasico
vertical em um meio poroso sob a acao de um termo de fonte singular 6 de Dirac que
representa uma injecao pontual em z = 0. Tal modelo foi descrito, matematicamente,
por uma lei de balanc¢o que apresenta funcao de fluxo nao-linear concava-convexa com
uma descontinuidade em relagao a variavel espacial como consequéncia da presenca do
termo fonte do tipo ¢ de Dirac. Dado que o método da construgao geométrica “classica
de Oleinik” nao se aplica neste caso, utilizou-se uma extensao do mesmo baseados no
trabalho de Kaasschieter [13] que permitiu a constru¢ao de um novo critério de entropia
proprio para o presente trabalho. Tal critério foi enunciado em forma de duas conjecturas
5.2.1 e 5.2.2 que permite construir as solucoes, fisicamente, corretas para o problema de

injecao estudado.

Em primeiro momento, por questoes intuitivas era sabido que as solugoes seriam com-
postas de sequéncias de ondas elementares, as quais satisfazem o critério de entropia de
Oleinik, para z < 0 e z > 0. Entretanto, pela particularidade de todas as solu¢oes possui-

) ?

rem uma onda estacionaria uma extensao direta da construcao de Oleinik era insuficiente.

Do ponto de vista numérico foi apresentado um esquema de diferencas finitas na es-
trutura Lagrangeana-Euleriana, proprio para leis de conservagao hiperbolicas (LEH2) e
para leis de balango (LEB2). Fez-se uma implementagao deste método acrescentando um
tratamento especial de regularizacao do termo fonte. Para obtencao da solu¢ao numeé-
rica, fez-se em um primeiro momento uma validacao do c6digo computacional utilizando
trés exemplos. O método (LEH2) apresentou 6timo comportamento convergindo para as

solucoes entropicas, como por exemplo no caso da equacao de Bucklye-Leverett. Apos a
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etapa de validacao tinha-se a compreensao de que o codigo estava funcionando de maneira

eficiente.

Dentre as dificuldades numéricas encontradas no trabalho estava a presenca de uma
fungao de fluxo descontinua, assim como um termo de fonte singular na forma de ¢ de
Dirac. Para tratar a descontinuidade no fluxo utilizou-se uma funcao de fluxo numeérico
consistente capaz de captura-la, a expressao do fluxo numeérico foi tomada de Sepulveda
[22]. E para tratar o termo de fonte sigular, recorreu-se a um processo de regularizac¢ao que
permitiu definir a "funcao" delta de maneira continua em relagao & malha computacional

(salvo discretizagao) [26].

Em termos gerais para os casos estudados o método apresenta bom desempenho sendo
capaz de capturar as ondas de choque e rarefacao, assim como as ondas estacionarias. O
método também resultou efetivo no tratamento do termo fonte singular (§ de Dirac), onde
o processo de regularizacao tem importante papel. Por fim, a comparagao qualitativa entre
as solucoes numéricas e os perfis aproximados das solucoes analiticas obtidas pelo método

da construcao geométrica resultou em um artificio de "validar" ambos os resultados.

Destaca-se as importantes dificuldades tanto analiticas quanto numeéricas encontradas
no presente trabalho para resolver o problema de injecao. A teoria "classica'" que trabalha
com leis de conservagao escalares, nao se aplica quando a fungao de fluxo é descontinua.
Por outro lado, a maioria dos métodos numéricos "classicos" baseados em diferencas
finitas nao apresentam efetivo com fluxos descontinuos e tanto pouco quando hé a presenca
de termos fontes singulares. Evidenciando, assim, a importancia dos resultados obtidos

no presente trabalho.

7.2 Trabalhos futuros

Por fim, propoe-se o estudo de trés topicos que possam dar continuidade ao presente

trabalho.

e Estudar o mesmo modelo para mais de uma dimensao no ponto de vista numeérico;

e Comparar a solucao obtida por outros métodos numéricos de alta resolucao tipo

Godunov;

e Provar as conjecturas construidas no capitulo 5.
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ANEXO A - Método Numérico de Diferencas Finitas

e Algoritmos

Os métodos numeéricos utilizados no presente trabalho (LEH2 e LEB2) tém suas
construgoes iniciais a partir de um volume de controle na estrutura Lagrangeana, entre-
tanto estes métodos chegam a equacoes discretas finais na estrutura Euleriana, o que os
tornam métodos de diferencas finitas. Assim, para que o trabalho fique mais autosufici-

ente, apresenta-se de maneira breve o método de diferencas finitas.

A.1 Meétodo de Diferencas Finitas

O método de diferencas finitas € um método numérico de resolucao de equagoes di-
ferenciais. Em termos gerais o método consiste em discretizar o dominio através de uma
malha e substituir as derivadas presentes na equacao diferencial por aproximacoes, repre-

sentando, assim, esta por equagoOes algébricas [14].

Inicialmente, para se estabelecer o método de diferencas finitas , deve-se construir
uma malha, que representa um conjunto discreto de pontos pertencentes ao dominio,
estes pontos sao denominados de nodos e a distancia entre dois nodos seguidos é denomi-
nado de célula. Na Figura A.1, tem-se um exemplo de uma malha unidimensional, cujo
comprimento da célula é dado por Az. Quando Az é o mesmo para todas as células da

malha, tem-se uma malha uniforme, caso contrario uma malha ndo-uniforme |14, 25].

Figura A.1: Esquema de uma malha uniforme em 1 dimensao.

A ferramenta basica para calcular as aproximagoes para as derivadas é a série de

Taylor. Assim, se f(z) é uma fungao que possui derivadas até a ordem n em z, a expansao
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da série de Taylor é dada por:

ot A = f(o)+ Hpe  TLE O (A O (Aa)

0z 022 2! T 00 (=)L T 9200 (A1)

onde o tltimo da equagao (A.1) representa o erro da aproximacao de f(z + Az) pelo

polinémio de grau (n-1).

A partir da equagao (A.1) é possivel obter as seguintes formulas para representar a

primeira derivada de f(z).

e Formula Progressiva

of _ flz+Az) - f(2)
5= < +0(A2), (A.2)

onde o termo O(Az) é erro de truncamento, que representa o erro devido a aproximar a

primeira derivada por diferencas finitas.

e Formula Regressiva

of  J(:) = f(z— )
0z Az

+ O(Az), (A.3)
onde o termo O(Az) é erro de truncamento.

e Formula Centrada

of _ flz+Az) — f(z — Az)

2
5 SA + O(Az)”, (A4)

onde o termo O(Az)? é erro de truncamento para aproximagao da primeira derivada por
diferenca centrada. Destaca-se o fato de o erro para esta formula ser menor do que o erro

da formula progressiva e regressiva |14, 25].

A.2 Algoritmos

O Algoritmo 1 representa uma possivel implementacao do método LEH2. O algoritmo
procede da seguinte maneira: primeiramente, uma malha 1D é gerada, a seguir definem-se
as condigoes iniciais e o passo de tempo a partir da condicao C'F'L, para que seja garantida
a estabilidade do método. A partir dos dados iniciais é possivel obter a solucao para um

determinado tempo desejado através de um ciclo iterativo. O Algoritmo 2 apresenta uma
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possivel representacao para o método LEB2. A estrutura deste é andloga ao do método
LEH?2, sendo que apresenta como diferenca a necessidade de determinar uma aproximacao

para o termo fonte em cada nodo dentro do ciclo iterativo.

Destaca-se o fato de que apesar de os métodos LEH2 ¢ LEB2 terem origem em
volumes de controle na estrutura Lagrangeana, os métodos chegam a equacoes discretas
tipo diferencas finitas na estrutura Euleriana. Assim, as defini¢oes de malhas uniformes
e nao-uniformes sao de grande relevancia no processo de construcao dos métodos, entre-
tanto em termos de implementacao, pode-se usar por simplicidade malha uniforme. Para

construcao dos algoritmos se considera as entradas e saidas a seguir.

Entradas:

e [: comprimento da malha;
e nz: numero de nodos da malha;

S0: dados iniciais;

tn: tempo méximo ("final");

e n: nimero inteiro maior ou igual a 2;

CFL: condigao CFL que satisfaga a estabilidade do método;

Saidas:

S7: solugao numeérica no tempo t =ne j=1,2..nz
e Sesq): solugdo numérica para os nodos a esquerda de S7'.

e Sdir?: solugao numérica para os nodos a direita de S}

gj+ linhas de rastreamentos.
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Algoritmo 1 LEH?2

—_

e e e e e e e

[\V}
—

22:

23:
24:
25:
26:
27:

28
29
30

© P NPy

o
=

: Comprimento das células para uma malha uniforme: h = Az =

: Passo de tempo: k= CFL % h;
: Enquanto (¢t < tn)
Para j =1..nz
Se j=1
Sesq; = S°
Senao se
Sesq; =
Fim Se
Fim Se
Fim Para
Para 7 =1...nz
Se j =nz
Sdiry = S°
Senao se
Sdir} =S}
Fim Se
Fim Se
Fim Para
Para j =1..nz

Sej#louj#2ouj# (nz—1)ouj+#nz

S; = Z(Sj—l + 257 +57) - ﬁ(F(Sj—l—l) — F(57.1))
Sendose j=1ouj=2o0uj=(nz—1)ouj=nz

S;L—I—l — SO
Fim Se
Fim Se
Fim Para
ct=t+h
: Fim Enquanto
. Saida S;-LH.

n
j—1

l

nz—1’
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Algoritmo 2 LEB?2
1: Comprimento das células para uma malha uniforme: h = Az = nzl T
2: Passo de tempo: k= CFL % h;
3: Enquanto (t < tn)
4: Paraj=1..nz
5  Sej=1
6: Sesq} = S°
7: Senao se
8: Sesq} = S7 4
9: Fim Se
10: Fim Se
11: Fim Para
12: Para j=1..nz
13:  Sej=nz
14:  Sdir} = S°
15: Senao se
16: Sdir} =574
17: Fim Se
18:  Fim Se
19: Fim Para
20: Para j(: 1)nz
F(S}
21: g = 5
22:  Fim Para
23: Paraj=1.nz
24: Sej;«élouj;é2ouj7é(nz—1)ouj;énz
25: S;‘“ = (S" 257 + S;Erl) - 2h( (S;Zrl) - F(S},)) + % % g +
ffDn t))dzdt + flL I k) [ fD" t))dzdt]
26: Senaosej—loungoug-(nz—l)oug—nz
27: St = 80
28: Fim Se
29:  Fim Se
30: Fim Para
3. t=t+h
32: Fim Enquanto

33:

Saida S;-LH.
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