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CONFERENCIA N° 3:

ALGEBRA DE LAS FUNCIONES GENERALIZADAS DE J. F.
COLOMBEAU.

1. NOCION DE LAS NUEVAS FUNCIONES GENERALIZADAS
SEGUN J. F. COLOMBEAU.

La teoria de las funciones generalizadas permitié introducir un concepto de
solucién generalizada en el contexto de la teorfa de las ecuaciones diferenciales
que contribuyé a extender las aplicaciones de dicha teoria en numerosos ejemp-
los de la mecdnica, la fisica y otras ciencias particulares, para el esclarecimiento
de muchos fenémenos que hasta ese momento quedaban fuera de su andlisis.
Di6 un sentido matemédticamente correcto a objetos tales como la ¢ de Dirac
que eran utilizados comtinmente por los fisicos tedricos desde los anos 20 del
pasado siglo y fundamenté los célculos que se hacian con esta y otras funciones
"anémalas", contribuyendo a disipar las ambigiiedades que a veces aparecian
al utilizarlas. La teoria de funciones generalizadas o de las distribuciones fue
una importante herramienta para el tratamiento de toda clase de problemas en
las ecuaciones diferenciales lineales y tuvo (y tiene todavia) importantes apli-
caciones en distintos dominios de la técnica y las ciencias particulares. Sin
embargo, en muchos campos de la fisica, por ejemplo, en la Teoria Cuédntica del
Campo, la teoria de las distribuciones resulta inaplicable. Sucede que en tales
manipulaciones aparecen productos de distribuciones que los fisicos se han visto
obligados a interpretar de distinta manera, sin apoyo en una teoria matemética
que justificara sus cdlculos. En efecto, Laurent Schwartz demostré la no existen-
cia de un dlgebra diferencial A (de cualquier clase de "funciones generalizadas"
sobre R ) que contuviera el dlgebra C (R) de las funciones continuas sobre R
en calidad de subdlgebra, que preservara la diferenciacién de funciones de clase
C' (de tal modo que la diferenciacién en A coincidiera con la cldsica) y que tu-
viera algunas otras propiedades naturales (tales como la regla de Leibnitz para
la diferenciacién de un producto, el hecho de que la funcién constante 1 fuera
el elemento neutro para la multiplcacién del dlgebra A, y el hecho de que A
contuviera alguna versién de la funcién ¢ de Dirac).

Sin embargo, son muchos dominios de la ciencia en los que aparece la necesi-
dad de multiplicar las distribuciones. Si no hablamos més que de la fisica
cldsica, podemos mencionar varias de sus ramas en las que esa necesidad se
ha hecho patente en la modelacién de distintos fenémenos (la elasticidad y la
elastoplasticidad, la actistica, y el electromagnetismo, entre otras. Leyes de
conservacion cuasilineales y no lineales aparecen también en la teorfa cudntica
del campo, en la mecédnica del medio continuo, en el estudio de los fenémenos
atmosféricos y en el estudio de la trayectoria de los huracanes, en la ciencia que
estudia los tsunamis, en la industria del petréleo.y en muchos otros dominios de
la ciencia y la técnica.

Son varios los matematicos que han intentado distintos procedimientos para
construir un dlgebra de funciones generalizadas que contenga candénicamente
al espacio vectorial de las distribuciones. Sin embargo, el enfoque que més
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éxito ha tenido en las aplicaciones y en el desarrollo de distintos problemas
tedricos, tales como la demostraciéon de existencia y unicidad de soluciones,
ha sido la construccién que realizé J. F. Colombeau a principios de los anos
80 del siglo XX. En esta conferencia presentaremos las ideas fundamentales
de la concepcién de las nuevas funciones generalizadas segiin Colombeau, que
han sido la fuente de una importante linea de investigacién que desde los anos
90 se desarrolla intensamente hasta hoy y promete ser una via adecuada para
dar respuesta coherente a importantes problemas del analisis no lineal de todo
tipo de fenomenos en distintos campos de investigacién, tanto en la propia
matemaédtica como en otras ciencias particulares.

En la teoria matematica de las funciones generalizadas de J. F. Colombeau,
los célculos principales y los recursos numéricos correspondientes adquieren
pleno sentido. En su concepcién él toma en cuenta los elementos mds im-
portantes de los fenémenos que se pretende modelar y plasma en férmulas
matemadticas la expresién més cercana, la que mejor describe el fenémeno y es
mas préoxima a su realidad. El ejemplo mads sencillo de ello es la funcién de
Heaviside que interviene en la descripcién de cualquier onda de choque. La
funcién clédsica de Heaviside en realidad no describe con exactitud el fenémeno
de una onda de choque, ya que una brusca variacién entre los valores de una
magnitud dada no se dan en la realidad fisica de la manera en que se presenta la
discontinuidad en dicha funcién. En la practica, tales cambios bruscos sucenden
después de una variacién continua (mds exactamente, suave) en una fraccién de
tiempo muy pequena. De esa manera, con mayor propiedad la descripcién del
fenémeno deberia ser una familia uniparamétrica de funciones suaves que tiende
hacia la gréfica de la funcién clésica de Heaviside cuando el valor del pardmetro
tiende a cero. Asi, la idea de Colombeau responde a la forma en que suceden
los fenémenos en la préactica real y su descripcion estd méas cerca de describir
los hechos tal como suceden en la préactica.

Si 2 es cualquier conjunto abierto en el espacio euclidiano n—dimensional
R™, Colombeau define un conjunto G (£2) de "nuevas funciones generalizadas"
sobre 2, las cuales pueden tomar valores reales o complejos. Nosotros, al menos
para este cursillo, nos atendremos al caso en que las funciones generalizadas de
Colombeau toman valores reales. Un elemento de G (€2) serd denotado por
una letra mayiscula, por ejemplo, G, H o F’; en ocasiones usaremos la notacién
G (z), cuando esto no traiga confusién con su valor en el punto x (y solamente
hace referencia a la variable genérica en el espacio euclidiano n—dimensional en
el cual estd contenido el abierto €2. Aunque no nos extenderemos en esta descrip-
cién, cada funcién generalizada G realmente es una clase infinita de familias de
funciones dependientes de un pardmetro e € (0,1). Existe una manera nat-
ural de inyectar el conjunto C* (2) de las funciones indefinidamente derivables
definidas sobre el abierto 2 C R"™, en el cual tenemos tres operaciones clédsicas
(la adicién de funciones, la multiplicacién de funciones por escalares y la mul-
tiplicacién de funciones) que tienen las propiedades que hacen de la cuaterna
(C*>®(Q),+,e,) un algebra sobre el cuerpo R de los nimeros reales (o bien
sobre el campo C de los nimeros complejos):
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1) La terna (C* (2) , +, -) formada por el conjunto C*° (2), la operacién de
adicién de funciones de clase C* sobre 2 (que es una ley de composicién interna
en C*° () ) y la multiplicacién por escalares k € R, es un espacio vectorial real
(por cierto, de dimensién infinita) sobre el cuerpo R de los niimeros reales.

2) La terna (C* (£2), +, e) formada por el mismo conjunto C* () y las dos
leyes de composicién internas definidas en él (la adicién y la multiplicacién de
funciones) es un anillo conmutativo y unitario.

Adems4s, esta dlgebra es diferencial, lo cual significa que todo operador difer-
encial D de orden arbitrario es un opereador que aplica el dlgebra C* (2) en

s{ misma (D puede ser, por ejemplo, un operador diferencial del tipo D =
ak1+/€2+m+kn

————— deorden k =ky + ko + ... + k.
i D2 ... dxkr e

Estas operaciones se extienden a G () exactamente con las mismas propiedades,

de tal modo que G (€2) resulta ser un dlgebra diferencial de funciones general-
izadas, la cual contiene de manera canénica al espacio vectorial topolégico D’ (€2)
de las distribuciones sobre €2, de tal modo que tenemos las "inclusiones"

C*(Q)cD()cCcGA).

Estas "inclusiones" son realmente aplicaciones inyectivas C* (2) — D’ (Q),
D) -Gy C®(Q) — G(Q) que permiten cada objeto de partida con el
objeto que lo representa en el dlgebra diferencial G (2). Como sabemos que no
es posible una multiplicacién de las distribuciones, aqui podemos multiplicar las
funciones generalizadas que las representan, pero el producto puede no resultar
la imagen correspondiente a otra distribucién (y de hecho, en general no cabe
esperar que eso suceda asi).

Si €1 es cualquier subconjunto abierto de 2 y G es un elemento del dlgebra
G (), entonces su restriccién G |g,al subconjunto ©; puede ser definida de
manera natural como un elemento de G (€;) , lo que constituye exactamente
una generalizacién del concepto clédsico de restriccién de las funciones de C* (€2)
a un abierto mds pequeifio €2 contenido en Q.

Sea (£),c; una familia arbitraria de subconjuntos abiertos de €2 (donde I
representa el conjunto de indices, que no es necesariamente finito ni siquiera
numerable) y sea ; = ngQ’ Si G es un elemento de G (Q2) tal que

Viel,G|q,=0en G(Q;),
entonces

Gla,=0en G ().

En particular, toda funcién generalizada G € G () cuyas restricciones a una
vecindad de cada punto de 2 sean nulas es la funcién generalizada 0 (la cual, por
supuesto, es una funcion clasica de clase C*° ). En resumen, exactamente como
las funciones de la clase C'°°, las funciones generalizadas tienen un cardcter local.
Podemos definir el soporte de una funcién generalizada G como el complemento
de la unién de todos los subconjuntos abiertos de €2 en los cuales las restricciones
de G sean nulas (exactamente de la misma manera que en el caso clésico).
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Si G es una funcién generalizada sobre € y L es un subespacio vectorial del
espacio euclidiano n—dimensional R™ tal que la interseccién QN L sea no vacia,
entonces la restriccién de G a 2N L se define como un elemento de G (2N L).

Por ejemplo, si G (t,z) representa una funcién generalizada en el espacio
R x R™, donde t € Ry z € R", entonces la restricciéon de G al subespacio
vectorial {0} x R™ se define de manera natural como un elemento de G (R"), y
es sencillamente una funcién generalizada (0,z) — G (0,z) .

ak1+k2+~»-+kn

Si D= Py es cualquier operador de derivacién parcial, en-
T 0xy”...0Ty"

tonces para toda funcién generalizada G en el dlgebra G (Q) , su derivada parcial
DG se define de manera natural. Cuando G es una funcion clédsica de la clase
(C°, este concepto de derivada parcial coincide exactamente con el usual. La
regla de Leibnitz de la derivacién de un producto, D (u.v) = Du.v +v.Dv y las
extensiones para las derivadas de orden superior y funciones de varias variables
se cumplen en G (Q) .

También se tienen funciones no lineales més generales que los simples produc-
tos de funciones generalizadas de G (2). Asi, por ejemplo, cuando G € G (2)
toma valores reales, se definen de manera natural las funciones sin G,cos G o
tan G y son elementos de G (£2) que generalizan exactamente las operaciones
clésicas con las funciones de la clase C*°.

En resumen, para todas esas operaciones las funciones general-
izadas se trabajan exactamente de la misma manera que las funciones
clisicas de la clase C*°.

También tenemos una teoria de la integracién de las funciones generalizadas:
sea G una funcién generalizada sobre 2 y sea K un subconjunto compacto del
abierto 2. Entonces podemos definir el concepto de la integral de G sobre K,

que se denota por /G () dz.
K

Sin embargo, esta integral no es en general un numero real (o complejo).
Para definirla necesitamos definir el concepto de nimero real (o complejo) gen-
eralizado. Estos numeros generalizados pueden ser infinitamente pequefios en
valor absoluto y al mismo tiempo diferentes de 0. De hecho, si x es un punto
del abierto 2 y G es una funcién generalizada sobre dicho abierto, entonces
G () de hecho no representa exactamente un nimero real o complejo, sino mds
exactamente, la familia de valores que la familia de funciones correspondiente
a la funcién generalizada G le asigna al punto z € . En ese sentido, G (x) se
define mds exactamente como un nimero generalizado.

La teoria de la integracién y los valores puntuales de las funciones
generalizadas no pueden llevar a confusién porque uno calcula sobre
los nimeros reales (o complejos) generalizados de la misma manera
que con los niimeros clasicos.
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Todas las operaciones descritas anteriormente se obtienen trivialmente (a
partir de las definiciones) mediante la reproduccién de las operaciones entre
las funciones suaves representativas de las funciones generalizadas. Habiamos
dicho que una nueva funcién generalizada en el sentido de Colombeau era una
familia uniparamétrica de funciones suaves (de clase C* ) sobre el abierto €2, por
ejemplo, G = {Re}ee(o,l) . Entonces, si G1 y G4 son dos funciones generalizadas
sobre Q, la suma G; + G2 es la familia de funciones {R; . + Rg,e}ﬁe(m) y el
producto G e G4 es la clase de las funciones {R; . - RQ:E}eG(O,l) .
manera, si D es cualquier operador diferencial parcial sobre G (£2), entonces
la funcién generalizada DG € G () es la familia uniparameétrica de funciones
suaves sobre ) dada de la siguiente manera: DG = {DRc} ¢ (o 1) -

La teorfa de la integracién y la evaluacién puntual de las funciones general-
izadas funciona exactamente de la misma manera porque los nimeros general-
izados se definen exactamente mediante el mismo proceso que las funciones gen-
eralizadas, como limites ideales de nimeros cldsicos que dependen del pardmetro
e€(0,1).

En efecto, si K es un subconjunto compacto del abierto @y G = {Rc} . 1)
es un elemento arbitrario del dlgebra diferencial G (€2) de las funciones general-
izadas de Colombeau, entonces la integral

I:/G(ac)da:
K

es el "limite ideal" de las integrales clésicas

De la misma

I = /RE (z)dz
K
cuando € — 0, o sea:

I= /G (x)dx = lirr(l)f6 = lirr(l] R, (z) dz.
K

K

Por consiguiente, esta definicién es una extensién obvia de la integracién de
las funciones de clase C'*° definidas sobre el abierto {2 con soporte compacto.

No obstante, conviene aclarar que la definicién de la integral como un limite
usual serfa una simplificacién abusiva de las definiciones méas precisas dadas
por Colombeau en su monografia "Elementary Introduction to New General-
ized Functions", North-Holland Mathematical Studies 113, 1985. Para hacer
esta introduccién nos hemos basado en otro libro més sencillo de Colombeau,
"Multiplication of distributions", que est4 dirigido no precisamente a mateméti-
cos profesionales, sino a investigadores de otras prfesiones que estén interesados
en adquirir estas herramientas para sus aplicaciones.

En el siguiente pardgrafo daremos definiciones precisas de otra &dlgebra de
Colombeau, la cual servird para nuestros propdésitos, que son los de aprovechar
los resultados de Mdslov para obtener soluciones singulares aproximadas, basan-
donos en el arsenal de los recursos algebraicos proporcionados por las algebras
diferenciales de Colombeau.
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2. FUNCIONES GENERALIZADAS SIMPLIFICADAS DE J. F.
COLOMBEAU.

Nos limitaremos al estudio de las funciones generalizadas simplificadas reales,
aunque la misma teoria vale para el caso en que se utilicen funciones con valores
complejos.

Sea un abierto  (preferiblemente conexo) en el espacio euclidiano n—dimensional

R™ y consideremos el siguiente conjunto de funciones reales dependientes de un
pardmetro € € (0,1),

E(Q) ={R(ex): R es de la clase C* con respecto a = € {2, para cada e € (0,1)}.

Obviamente, cuando en E () se definen las operaciones bésicas de adicién y
multiplicacién de sucesiones R (¢,x) y la multiplicacién de estos elementos por
escalares k£ € R, se obtiene inmediatamente un algebra lineal sobre el conjunto
de los numeros reales que es, basicamente, una extensién de la estructura del

algebra de las funciones C™ (Q) para cada valor fijo del pardametro € € (0,1).
ak1+k2+...+kn

Sea D = ——————— es cualquier operador de derivacién parcial sobre
q p p
6x’f16x§2 dxpn
Q.

Consideremos ahora el conjunto
Re E(Q): VK C Q, compacto
y VD, operador de derivacién parcial,
En () = JgeN,c>0yn>0 (2.1)

tales que sup |DR (e,z)| < ce ,V0 < e <n
zeK
Llamamos a Ejs () el subconjunto de las funciones moderadas, que obvi-

amente es una subdlgebra conmutativa y unitaria del dlgebra E (92), con las
operaciones usuales de adicién y multiplicacién de funciones y la multiplicacién
de funciones por escalares. Las funciones moderadas son uniformemente aco-
tadas junto con todas sus derivadas polinomialmente.

Por 1iltimo, denotamos por N () el subconjunto de Ej; () definido del
modo siguiente:

Re Ey () : VK C Q, compacto
y VD, operador de derivacién parcial,
N(Q) = JgeN:Vp>2q,Ic>0yn>0 (2.2)
tales que sup |[DR (e,z)| < ceP" 1, V0 < e <7
reK

Ejemplos.

1) Si p es una funcién de clase C* con soporte compacto definida sobre el
abierto € (o sea, si p es un elemento del que llamébamos en la conferencia ante-
rior el espacio vectorial topolégico D (€2) de las funciones de prueba sobre Q ),

1 /x
entonces la familia de funciones R (e,z) = —p (7) , dependiente del pardmetro
€ \e

e € (0,1), es un elemento del dlgebra de las familias de funciones moderadas
E) (§2) sobre Q.
2) Si, como antes, p € D (), entonces la familia de funciones R (¢,x) =

e_zp (E) pertenece al ideal de las funciones nulas o despreciables N (€2) sobre
€
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Se demuestra facilmente que N (§2) es un subespacio vectorial del espacio
vectorial y también un ideal del dlgebra Ej; (2), lo cual significa que si R es
un elemento arbitrario de Ejr (2) y Ry € N (), entonces el producto R.R; €
N (), cualequiera que sean Ry € N (Q).

En estas condiciones, el espacio cociente del dlgebra Fjs (©2) de las funciones
moderadas por el ideal N (2) de las funciones nulas (0 més bien despreciables)
posee una estructura de dlgebra.

Por otra parte, como el dlgebra de las funciones moderadas Ej (£2) sobre
Q) es estable para todo operador de derivacién parcial D, esta propiedad pasa
al cociente de dicha dlgebra por el subespacio vectorial N (2) de las funciones
nulas o despreciables, de donde se deduce que dicho cociente también es un
dlgebra diferencial.

Es interesante comprobar que la multiplicacién del dlgebra Ejs () es com-
patible con la relacién de equivalencia médulo N (2), razén por la cual la multi-
plicacién se puede extender a las clases de equivalencia (que serén las funciones
generalizadas simplificadas). En efecto, supongamos que R (e,z) + Ry (¢, z) €
{R(e,2)} + N (Q) y Ri1(e,z) + R° (¢,z) € {R1 (¢,x)} + N (), entonces

[R(e,2) + Ro (€,2)] [R1 (€, ) + R" (e, 2)] =

= R(e,x).Ri(e,x) + [R(e,2) RO (e,2) + Q (e, X)]

donde Qe,z = Ry (6,7) . Ry (6, 7)+ Ro (€,7) .RY (¢, ) es un elemento del ideal
N (Q).

Por consiguiente,

R(e,z) Ry (e,x)+[R (e, x) R® (e,2) + Q (¢, X)| € {R (€, x) . Ry (e,2)}+N ().

Por tanto hemos llegado al momento de definir las funciones generalizadas
simplificadas mediante la siguiente

Definicién 2.1

El algebra de las funciones generalizadas simplificadas es el espacio vectorial
_Eu(9)

- N@)

Por consiguiente, cada funcién generalizada simplificada G sobre ) es una
clase de equivalencia médulo N (2) de un elemento del dlgebra Ejs () de las
funciones moderadas sobre ) y por tanto se describe como un conjunto de la
forma G = {R (¢,z)} + N (). Cada una de las funciones de esta clase se dice
representativa de la funcién generalizada simplificada correspondiente y la
diferencia entre dos funciones representativas de una misma funcién generalizada
simplificada es un elemento del ideal N ().

cociente Gg ()

El slgebra Gg () también recibe el nombre de dlgebra especial de Colombeau.

Observaciéon 2.1

La restriccién de los elementos de Gg (§2) a subconjuntos abiertos de € se
define de manera similar a lo visto en el pardgrafo anterior. Se puede ver que
la correspondencia 2 — Gg (2) es un haz de dlgebras diferenciales sobre R™.
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El espacio de las distribuciones de soporte compacto estd sumergido en
G5 (Q) mediante la convolucién x de distribuciones; en efecto, se obtiene una
aplicacién inyectiva

v B () — Gs () definiendo ¢ (w) = clase de (w* (@) |2).g(0,1), donde

o (x) = e "p (§> se obtiene reescalando una funcién de prueba fija ¢ €
€

S (R™) (o sea, répidamente decreciente en el infinito) tal que / px)de =1

R

y /1:”90 (z) dx = 0 para todo p = 1,2, 3, ...Por la propiedad del haz de funciones
g?neralizadas, esta aplicacién puede ser extendida de manera tnica al espacio
de las distribuciones D’ ().

Una de las principales caracteristicas de la construccién de Colombeau es
el hecho de que esta misma aplicacién envia a C°° () en una subélgebra
de G5 (). En efecto. si ¢ € C* (), entonces podemos definir una fa-
milia constante de elementos de R (e,x) = ¢ (z),Ve € (0,1) y la aplicacién
o:C*(Q) = Gs () definida por

o (p) =clase de R(e,x) =clase de ¢ (z) es una inyeccién. Entonces la
importante igualdad ¢ (¢) = o () se cumple en Gg ().

Si G es un elemento del dlgebra de Colombeau Gg (2) y f es una funcién
suave la cual a lo sumo tiene crecimiento polinomial en el infinito, junto con
todas sus derivadas, entonces esté bien definida la evaluacién de f en la fun-
cién generalizada G € Gg (€2) y da un elemento f(G) € Gg (2).Un elemento
G € Gg () se dice que es de tipo LP local (1 < p < 00) si G posee una funcién
representativa R (€, ) tal que limsup || (e, 2)||1» gy < 00, para todo subcon-

e—0

junto compacto K € €.

La teorfa de la regularidad estd basada en la subdlgebra G (2) de las fun-
ciones generalizadas simplificadas regulares en Gg (). Esta subdlgebra
estd definida por aquellos elementos de G (€2) que poseen funciones represen-
tativas R (e,x) que satisfacen la condicién:

VK € Q,3p > 0 tal que Yoo € N se cumple sup |D*R (e,z)| = O (e P)

reK

cuando € — 0. (2.3).

Observe en (2.3) el cambio en el orden de los cuatificadores V y 3 con re-
specto a la condicién (2.1) ; localmente, todas las derivadas de una funcién
generalizada regular tienen el mismo orden de crecimiento en € > 0. A los
efectos de describir la regularidad de las funciones generalizadas simplificadas
de Colombeau, G’ () juega el mismo papel que C* () con respecto a las
distribuciones D’ (Q) .

Observacién 2.2

Dos funciones generalizadas simplificadas G y G; se dicen iguales en el &l-
gebra G () si y solo si la diferencia entre dos cualesquiera de sus elementos
representativos pertenece al ideal N (Q2). En ese caso escribimos G = G;. En
otras palabras, la igualdad de funciones generalizadas simplificadas es la identi-
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dad entre ellas (como elementos de un espacio vectorial cociente). Esta es lo que
podriamos llamar una igualdad fuerte. Pero en Gg () existe otra relacién
de equivalencia que convive con la anterior y puede considerarse una igualdad
débil. Se trata de la asociacién de funciones generalizadas simplificadas (que
también pudimos definir entre las nuevas funciones generalizadas de Colombeau,
pero dejamos este concepto para darlo ahora porque es en este contexto que va
a ser mayormente utilizado en este curso). Dada la importancia que tendrd
este concepto en las aplicaciones a la teoria de las leyes de conservacién y, en
particular, a la busqueda de soluciones singulares aproximadas de dichas ecua-
ciones, definiremos la asociacién de funciones generalizadas simplificadas en el
préximo pardgrafo.

3. ASOCIACION DE LAS FUNCIONES GENERALIZADAS
SIMPLIFICADAS DE COLOMBEAU.

Definicién 3.1

Sean G7 y G2 dos elementos del dlgebra diferencial Gg (2). Se dice que
G estd asociada con G si existen funciones R (e, ), Ry (€, ) en el dlgebra
Ey (Q), representantes de G y G, respectivamente, tales que

li—r}(l) [R1(e,2) — Ra (6, 2)] ¢ (z)dx = 0,Yp € D (). (3.1
Q

Para denotar que G1 y G5 estén asociadas, se escribe simplemente G ~ Gs.

Proposicién 3.1

La definicién dada anteriormente es correcta (o sea, es independiente de la
eleccién de los representantes escogidos de las funciones generalizadas G1 y Gs.

Demostracion.

Sean Rj (€,z), Rz (¢,x) € Ej () los representantes de las funciones gen-
eralizadas G1 y G2 € Gg (), escogidos para dar la definicién 3.1 y sean
RY (¢,7) , RY (€, z) otros representantes de estas mismas funciones generalizadas.
Entonces

Ry (6"%') = R(l] (67‘%') + &1 (e)x) )

Ry (an) = Rg (6"7:) + Q2 (673:) )

donde @1 (¢,x) y Q2 (¢, x) son elementos del ideal N (2) de las funciones
despreciables.

Tenemos que

tim [ [RY (e,2) — 3 (e,2)] o (2) d =

Q
= ll_r{(l) [(R1 (G,ZC) -1 (va)) - (RZ (6, .’E) - Q2 (e,m))} ¥ (56) dx =
Q
= lim [ [(R1 (6,2) = R (€, 2)) = (Qu (¢,2) = Q2 (6, 2))] ¢ (2) dw =
Q
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= lim [ [R1 (e,2) — Ra (e,2)] ¢ () dz  lim / (@1 (e,2) — Q2 (6,2)] o () da
Q

Q
Pero Q1 (e,z) — Q2 (e,2) € N (Q), y por tanto, en virtud de (2.2), para
la funcién Q (e,x2) = Q1 (¢,2) — Q2 (¢,x) se cumple que VK C {2, compacto
y VD, operador de derivacién parcial, 3¢ € N : Vp > ¢,3¢ > 0y n > 0

tales que sup |DQ (e,2)] < ceP~4,¥0 < ¢ < n . En particular se cumple
rzeK

que sup |Q (¢,z)| < ce y, a partir de esto,
TEK

llji% [Ql (67 33) - QQ (6, x)] ¥ (Qj) dr =
Q
:lii% Q(e,z)p(x)dz=0,YVp € D(Q)..

Q
Por consiguiente, se tiene también

tim [ [RY (e,) — B3 (e, )] o () dr =
Q

=lim [ [R} (e,z) — RY (e,z)] ¢ (z)dz,Vp € D(Q).

€—

Q

Proposicién 3.2

La asociacion de funciones generalizadas simplificadas es una relacién de
equivalencia en el dlgebra diferencial de Colombeau Gg (£2), compatible con la
adicién de funciones generalizadas y con la diferenciacion.

Demostracién.

En efecto, la asociacion de funciones generalizadas en Gg () posee las sigu-
ientes propiedades:

1) es reflexiva: G ~ G, VG € Gs () ;

2) es simétrica: Si G; ~ Ga, entonces Go ~ (1, cualesquiera sean G y
G2 en GS (Q) 3

3) es transitiva: Si G; ~ G2 y G2 ~ (3, entonces G1 ~ (3, cualesquiera
sean G1, Go y Gs en Gg (Q).

Las dos primeras propiedades son obvias, para demostrar la tercera esco-
jamos representantes Ry (e, ), Ra (€, 2) v R3 (€, x) de las funciones generalizadas
G1,G2 vy G3, respectivamente. Entonces se puede escribir que

Gy~ ) = Pi%/ Ry (e,2) — Ro (6,2)] ¢ (2) dz = 0,Yp € D(Q) | :
y Q
(G~ ) = 15%/ (R (6,2) — Ry (e,2)] ¢ (2) dz = 0, Y € D ()

Por consiguiente

10
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lir% [R1 (e,2) — Ra (e, x)] ¢ (x) dx + lgr(l) [Rz (e,x) — R3 (e, )] ¢ (z) dx =

€—

Q Q
= ll_r}(l) [R1 (e,2) — Ry (e,x) + Ry (€,2) — R3 (¢,2)] ¢ (x) dz =
Q
= llir(l) [R1(e,2) — Rs (e, 2)] p(z)dx = 0,Yp € D ().
Q

Esto 1iltimo nos permite afirmar que G; ~ G3 y por tanto, la asociacién de
funciones generalizadas es transitiva.

Por otra parte, si G; ~ G2 y G3 ~ Gy, entonces escogiendo representantes
Ry (e,2), Ry (€,2), Rs (¢,2) y Ry (¢, z) de las funciones generalizadas G1, G2 ,G3
y G4,respectivamente, podemos escribir las igualdades

lim / (R (6,7) — R (,2)] ¢ (2) dz = 0;
Q

liH(l) [Rs3 (6,2) — Ry (e,2)] ¢ (x) dx = 0;
Q

por tanto, sumando miembro a miembro estas igualdades obtenemos

llir(l)/ [(R1(e,x) + R (e,z)) — (R2 (6,2) + R4 (6,2))] ¢ () dx = 0,Yp € D (Q),
Q

lo que nos dice que (G1 + G3) ~ (G2 + G4) y por tanto, la asociacién de
funciones generalizadas es compatible con la adicién en Gg () .

De la misma manera, si D es cualquier operador de derivacién parcial sobre
Gs () y G1 ~ Ga, entonces DGy ~ DG4. En efecto, escojamos representantes
Ry (e,x) y Ra (e,x) de G1 y Ga; en ese caso, las funciones DRy (€, 2) y DRs (€, x)
son representantes de las funciones generalizadas DG, y DG5. Entonces, para
cada funcién de prueba ¢ € D (£2) escribamos el limite

liH(l) [DR; (e,2) — DRy (e, )] ¢ (z) dx.

Q

Ahora bien, |[DR; (e,2) — DRy (e, )| < ||[D||x |R1(€,2) — Rz (€,2)], para

todo z perteneciente a un conjunto compacto K &€ §2. Por consiguiente,

[ DRy () = DRa (o) 9 ()| < Dl | [ (s (e0) = B (es2)] o 2 .

Q ) Q
por tanto si

lirr(l)/ [R1(e,2) — Ra(e,2)] ¢ (z)dz = 0,YVp € D (Q),
Q
entonces con mayor razén serd

lim [ [DR; (e,2) — DRy (e,z)] ¢ (z)dx = 0,Vp € D (Q),

e—0

Q

11
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con lo cual queda probado que DG ~ DGs.

Observacién 3.1

La asociacién de funciones generalizadas es obviamente compatible con la
multiplicaciéon de funciones generalizadas por escalares (o sea, (G; ~ G2) =
(kG1 ~ kG2), cualquiera sea el escalar k € R.

Sin embargo, no es compatible con la multiplicacién de funciones
generalizadas. Esto es, de G; ~ G2 no se deduce, en general, que G.G1 ~
G.Gs, siendo G, G y G2 elementos de Gg (£2).

Ejercicio.
Encontrar un contraejemplo que prueba la veracidad de la afirmacién ante-
rior.

Sin embargo, se cumple la siguiente

Proposicién 3.4

Sif e C*(Q)y G1,Gs son funciones generalizadas del dlgebra de Colombeau
Gg () tales que G1 ~ Go, entonces el producto de f por G estd asociado con
el producto de f por Gy :

fG1~ [G.

Demostracion.

Como G ~ G4, se tiene que

2111(1)/ [R1(e,z) — Ry (e, 2)] ¢ (z)dz = 0,Yp € D(Q),
Q

donde R; y Ry son funciones de E)ps (€2), representativas de las funciones
generalizadas G1,Go € Gg (), respectivamente. Pero entonces se obtiene
obviamente la igualdad
lim [ [f () R (¢, ) — f () Rz (¢, 2)] ¢ () dz = 0,V € D (),

€E—
Q . . .
la cual expresa que la funcién generalizada fG estd asociada con fGo.H

Problema para el trabajo independiente.

Dar un ejemplo de tres funciones generalizadas G,G1 y G2 € Gg (), tales
que G1 ~ (9, pero sin embargo GG no esté asociada a GGs.

Observacién 3.2

Para el lector familiarizado con la teoria de las distrituciones, la relacién de
asociacion en Gg () es la més convincente generalizacién de la igualdad de dos
distribuciones. Como se menciond anteriormente, la asociacién no es coherente
con la multiplicacién de funciones generalizadas en Gg (€2), lo cual, teniendo
en cuenta la afirmacién precedente, estd en correspondencia con el teorema de
Schwartz sobre la imposibilidad de la multiplicacién de las distribuciones.

4. CONEXION ENTRE EL ESPACIO DE LAS DISTRIBUCIONES
Y EL ALGEBRA G5 () DE LAS FUNCIONES GENERALIZADAS
DE COLOMBEAU.

12
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Definicién 4.1

Se dice que una funcién generalizada simplificada G € Gg () admite a la
distribucién T € D’ () como aspecto macroscépico si y solo si

lim [ R(e,2) ¢ (z)de =T (¢),Yp € D(Q),

Q
donde R (¢,x) € Epr () es un representante arbitrario de la funcién gener-
alizada G.

Proposicién 4.1

Si Gy € Gs (92) admite a la distribuciéon T' € D’ () como aspecto macroscépico
y G2 € Gg () estd asociada con G, entonces G2 también admite a la misma
distribucién T' € D’ () como aspecto macroscépico.

Demostracion.

En efecto, si G; € Gg (2) admite a la distribucién T' € D’ (2) como aspecto
macroscépico, entonces para alguna funcién R; (e,z) € Fjr (Q) se cumple la
igualdad

hm Ry (e,x)p(x)de =T (p),Yo € D(Q).

Q
Pero Gy ~ G4, por tanto si Ry (¢,x) € Ep (2) es alguna representante de la

funcién generalizada G, se cumple que

tiny [ [R1 (e:5) = R (e, )] 9 () do = 0. € D ().

Q
Pero esto es equivalente a escribir

liII(l) Ry (e,2) p () dx = liII(l) Ry (e,2) ¢ () dz,Yo € D ().
Q

Por conblgulente también se cumple que

hm/R2 ,x)p(x)de =T (p),Yo € D(22) .1

5. FUNCIONES GENERALIZADAS DE HEAVISIDE EN EL
ALGEBRA G5 (R).

Al principio de la conferencia habiamos mostrado la inconveniencia de multi-
plicar funciones escalonadas, tales como la funcién clasica de Heaviside, porque
nos llevaba a contradiciones con el hecho de que la derivada de H en D’ (R),
que es la distribucién § de Dirac, es manifiestamente no nula. Sin embargo,
derivando la igualdad H"™ = H se obtiene la relacién nH" 'H' = H', para todo

numero natural n > 1. En particular, HH/ = §H . Multiplicando ambos

1 1
miembros de esta igualdad por H nos da H2H/ = iHH/. Pero H2H/ = gH/,

13
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luego obtenemos la contradiccién %H’ = iH/, o sea, %(5 = id, lo que es im-
posible dado que § # 0.

Esta contradiccion deja de existir en Gg (R) dado que es posible definir en ese
contexto infinitas funciones generalizadas que tienen como aspecto macroscépico
la distribucién de Heaviside y que, siendo distintas, van a resultar tales que
H™ — H # 0, si bien esa diferencia es un "infinitseimal" que, como veremos
oportunamente, nos permite escribir sin embargo la relacién de asociacién que
son distintas y por consiguiente, aunque cualquier potencia de una funcién gen-
eralizada de Heaviside lo es igualmente, pero son diferentes. H" ~ H.

En esta seccién daremos las definiciones pertinentes de estos ejemplos de
funciones generalizadas, tan imortantes como son para las aplicaciones de las
leyes de conservacion.

Definicién 5.1 (Funciones generalizadas de Heaviside en el dlgebra
de Colombeau Gg (R)).

Una funcién generalizada H € Gg (R) se denomina funcién generalizada
de Heaviside si existe una funcién representante de la misma Ry € Ej (R)
para la cual existe una funcién A (e) > 0, tal que 213(1)14 (¢) = 0 y para la cual se

cumplen las siguientes afirmaciones:
1. Ru (e,z) =0,¥e € (0,1),z < —A(e);
2. Ry (e,x) =1,Ve € (0,1),x > A(e);

3. sup |Ry (e,2)| < 0,Ve € (0,1).
z€eR
Observacion 5.1

De esta definicién se desprende fécilmente que cualquier potencia de una
funcién generalizada de Heaviside es también una funcién generalizada de Heav-
iside.

Proposicién 5.1

El aspecto macroscépico de cualquier funcién generalizada de Heaviside H €
Gs (R) es la distribucién que antes habfamos denominado de la misma manera
y la cual habiamos denotado Ty € D' (R), donde en ese caso denotdbamos por
H la funcién clasica de Heaviside, definida mediante la igualdad H (z) =
{ 0,z < 0;

1,z > 0.

Demostracién.

En efecto, si H € Gs (R) y Ry € Ej (R) es una representante arbitraria
de dicha funcién generalizada (o sea, una funcién Ry que posee las condiciones
requeridas en la definicién 5.1), entonces para toda funcién de prueba ¢ €
D (R) se tiene

400 +A(€) “+o00
liII(l) Ry (e,z) p (x)dx = liH(l) Ry (e,x) p (x)dz + lin%) o (x)dx.
—00 —A(e) +A(e)
14
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+A(e)

Pero lim / Ry (e,2) ¢ (z) dz = 0, porque el integrando estd acotado (recordemos

e—0
—A(e)
que Ry, segin la condicién 3. de la definicién 5.1 es una funcién tal que
sup |Rg (e,z)] < 0,Ve € (0,1) ) y la longitud del intervalo de integracién
z€R

[-A(e),Al(e)] tiende a cero cuando € — 0. Por consiguiente se obtiene la

igualdad
+00 +oo +oo
lir% Ry (e,2) ¢ (z)dx = lirr(l) o (z)de = /ap (x)dz,Yo € D (R).
—o0 +A(e) 0

Pero este es, precisamente, el resultado de evaluar la distribucién de Heavi-
side Ty € D' (R) en cualquier funcién de prueba ¢ € D (R). En definitiva, lo
que hemos obtenido es que

—+oo

1111(1) Ry (e,x) p (x)dz = Ty (¢) ,Vo € D (R).

Asi queda probado la distribucién de Heaviside Ty € D’ (R) es el aspecto
macroscépico de toda funcién generalizada de Heaviside H € Gg (R) .l

Proposicién 5.2.

Si Hy y Hs son funciones generalizadas de Heaviside en el dlgebra Gg (R),
entonces H; ~ Hy y por tanto su aspecto macroscépico es la distribucién de
Heaviside Ty € D' (R).

Demostracién.
En efecto, si Ry, y Ru, € Eum (R) son funciones representantes arbitrarias
de las funciones generalizadas Hy y Hy € Gg (R), respectivamente, entonces
+o0 +oo

lim [ Ry, (¢,z)¢(z)de =lim [ Ry, (e,x)p(z)dx =Ty (p),Ye € D (R).

e—0 €e—
— 00 —0o0
Por tanto de las igualdades anteriores se deduce que
“+o0

llin [RH1 (E,JC) — Ru, (E,SL’)} ¥ (I) de =0,Yo € D (R) :
—00
Pero esto significa, precisamente, segiin la definicién de asociacién de fun-
ciones generalizadas, que H; ~ H,. Por tanto ambas funciones generalizadas
tienen el mismo aspecto macroscépico en la distribucién de Heaviside Ty €

D' (R).H

Pregunda y ejercicio.

(Forman las funciones generalizadas de Heaviside una subdlgebra del dlgebra
simplificada de Colombeau Gg (R) ? Demuestre esta afirmacién, o muestre un
contraejemplo.

Definicién 5.2 (Funciones generalizadas de Dirac en el dlgebra de
Colombeau Gg (R)).

15
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Una funcién generalizada § € Gg (R) se denomina funcién generalizada
de Dirac si existe una funcién Rs € Eg (R) representante de la misma, para
la cual existe una funciéon A(e) > 0, tal que liII(l)A () = 0 y que tiene las

€—
propiedades que siguen:

1. Rs(e,z) =0,Ve € (0,1),]z| > A(e);

+oo
2. /R5 (e,z)dx =1,Ve € (0,1);

+oo

3. sup /|R5(e7m)\dm<+oo.
e€(0,1)

Proposicién 5.3.
Si dp € Gs (R) es una funcién generalizada de Dirac, entonces existe una
funcién generalizada de Heaviside Hy € G (R) tal que H/; = do.

Demostracion.

Sea Rs, € Ej (R) una representante de la funcién generalizada de Dirac
do € Gs (R); o sea, una funcién Rs, € Ep (R) que satisface todas las condiciones
enunciadas en la definicién 5.2, a saber, para la cual existe una funcién A (¢) >
0, tal que lii%A (e) = 0 y que tiene las propiedades que siguen:

1. Rs, (e,2) = 0,Ve € (0,1),|z| > A(e);

+oo
2. /R(;0 (e,z)dx =1,Ye € (0,1);

— 00

“+o0

3. sup / |Rs, (€, )] dx < +o00.
e€(0,1)

Definamos ahora una funcién que denotaremos R, sobre la recta R y de-
pendiente del pardmetro € € (0,1), mediante la férmula
xr

Ry, (e,z) = / Rs, (€,5)ds.
—A(e)
Primeramente comprobaremos que Ry, € Ep (R). Como Rs, € Eyp (R),
entonces para todo conjunto compacto K C R y para todo m € N, existen

nimeros ¢ € N,c > 0y n > 0 tales que sup ‘R((;O") (e,x)’ < ce79,Ve € (0,7).
reK

Entonces, para todo k € Nk > 1,

sup Rgg (e,az)’ = ‘R((;ﬁ_l) (e,x)’ < ce™ 9, para todo € tal que 0 < e < 7.

rEK

De esta manera, para probar que Ry, € Ej (R), solo resta probar que para
todo subconjunto K de R, existen nimeros ¢ € N;¢ > 0y 1 > 0 tales que

sup | Ry, (6,x)] < ce”9,Ve € (0,n).
zeK
Pero

16
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x

|RH0 (6,(E)| = / R50 (67 8) ds| < / |R50 (67 S)l ds
Ae) —A(e)
y como K es un subconjunto compacto de R, existe un nimero real L > 0
tal que (z € K) = (Jz| < L), por lo que
L

x

sup / |Rs, (€,8)]ds < / |Rs, (€,5)| ds.
zeK
—A(e) —A(e)

Por otro lado, sea J > 0; entonces existe nn; > 0 tal que si 0 < € < 7y,
entonces A () < J. De manera que si denotamos por M el nimero max (L, J)

se tiene que
M

sup | Ry, (¢,2)] < / |Rs, (€,8)]ds, si 0 < € <nj.
reK ;

Ahora bien, Ry, € Ejs (R) ; entonces existen nimeros ¢; > 0,q1 € Ny ny, > 0
para los cuales se cumple que

sup |Rs, (€,8)] < c1e” %, siempre que sea 0 < € < 7,.
se[—J,M]
Entonces

sup |Rs, (6,8)] <cre® (M +J),si0<e<min(ny,ns).
s€[—J,M]
Tomando ahora ¢ = ey (M +J), ¢ = ¢ y 7 = min(1y,75), vemos que,
efectivamente, Ry, € Ey (R) .

Por otro lado, obviamente se tienen las igualdades

[0, siz<—A(e);
Rso (e,x)—{ 1, stz > Ale),

mientras que
T +oo

sup  |Rp, (e,z)| < sup / |Rs, (€,8)]ds < sup / |Rs, (€,5)|ds <
reR z€R 4 €O/
€€ (0,1) €€ (0,1)
+00.

Por lo tanto, si tomamos Hy como la funcién generalizada cuya funcién
representante es Ry, € Ejr (R), entonces hemos obtenido una funcién gener-
alizada de Heaviside Hy € Gs (R), y con esto concluye la demostracion de la
proposicién.

Proposicién 5.4
El aspecto macroscépico de una funcién generalizada de Dirac §g € Gg (R)

es la distribucién clédsica de Dirac § € D’ (R).

Demostracion.
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Sea Rs, € Ej (R) una representante arbitraria de una funcién general-
izada de Dirac §; € Gg(R). Entonces, segin la proposicién 5.3 existe
una funcién de Heaviside Hy € Gg (R) que tiene una representante Ry, €

x

E) (R) definida mediante la féormula Ry, (e,z) = / Rs, (e,x) dx y ademds
—A(e)

Rs, (e,7) = Ry, (e, %), para cada valor fijo del pardmetro ¢ € (0,1). Tomando

en consideracién esta iltima afirmacion, tenemos para toda funcién de prueba

v € D (R) la siguiente igualdad

+o0 +oo
liII(l) Rs, (e,z) o (x) dx = liII(l) Ry, (e,2) ¢ (z)dr =
S o
— timy | (R, (e.2) ¢ (@2~ [ Ry (e.2) ¢! ()| =

e—0

+oo
= lim |— /RHO (e,2) ¢ (z)dx| =
oo

—lim |~ [ @) ds| == [p @) = ¢ (0) Vo e DR).

Pero esta (zes, precisamente, la definicién de la distribucién de Dirac § €
D’ (R), ya que, como se recordard, esta distribucién se define como la funcional
lineal y continua § sobre el espacio vectorial topoldgico de las funciones de
prueba D (R) tal que ¢ (¢) = ¢ (0), para toda ¢ € D (R).

Por consiguiente, lo que hemos demostrado es que para toda funcién gener-
alizada de Dirac §g € Gs (R) se cumple la igualdad

—+oo

lim [ R, (¢,7) ¢ (x) dz = ¢ (0) = 5 (¢), Yo € D(R).

—0o0
Luego el aspecto macroscépico de toda funcién generalizada de Dirac §y €
Gs (R) es la distribucién cldsica de Dirac 6 € D’ (R) .1

Proposicién 5.5

Si 01 y 02 son funciones generalizadas de Dirac en el dlgebra de Colombeau
Ggs (R), entonces 07 ~ J2 y, en consecuencia, ambas tienen el mismo aspecto
macroscépico en la distribucién de Dirac § € D' (R).

Demostracién.

Sean Rs, y Rs, € Ej (R) unas funciones representativas de las funciones
generalizadas de Dirac 61 y d2 en el dlgebra G (R). Por la proposicién 5.4
demostrada anteriormente, para ambas funciones generalizadas se cumple que
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+o0 +oo
tim [ Ry, (e.2) ¢ () dz = o (0) = lim [ Ry, (e.2) p (2) de. Vg € D (R)
LU(;gO tenemos la igualdad B

+oo

liH(l) [Rs, (€,x) — Rs, (e, 2)] ¢ (x)dx = 0,Vp € D (R),
€E—
—0o0
de donde concluimos que 67 ~ d2 y, consecuentemente, ambas tienen por
aspecto macroscépico la distribucién de Dirac § € D' (R) .H

Proposicién 5.6.

Para toda funcién generalizada de Heaviside H y toda funcién generalizada
de Dirac ¢ en el dlgebra de Colombeau Gg (R), se verifican las siguientes rela-
ciones de asociacién:

1. H™ ~ H, para todo nimero natural n.

2. H ~§.

3. nH" 'H’' ~ H’, para todo nimero natural n > 1.

Demostracion.

1. Esta relacién resulta evidente teniendo en cuenta que si Ry € Ejr (R) es
una representante de la funcién generalizada de Heaviside H € Gg (R) , entonces
la funcién (Ry)" € Ey (R) es una representante de la funcién generalizada H™
y que toda potencia de una funcién de Heaviside es una funcién de Heaviside,
por tanto en virtud de la proposicién 5.2 ambas funciones generalizadas tienen
que ser asociadas.

2. Si Ry € Ej (R) es una representante de una funcién generalizada arbi-
traria H € Gg(R), entonces R}, es una funcién representante de la derivada
H' € Gs (R) y por tanto, si Rs € Ej (R) es una representante de una funcién
generalizada de Dirac arbitraria ¢ € Gg (R) debemos estimar el limite siguiente:

+oo
lig(l) [RYy (e,x) — Rs (¢,x)] ¢ (z) dz,Yp € D (R).
Ahora bien,
+oo
tim [ (Rl (e.2) — Ry (e.0)] o () do =
—o0
+oo +oo

= ling) Ry (e,x) p (x) dz — liH(l) Rs (e,x) ¢ (x) dx.
€— €—>
— 00 — 00
Integrando por parte en el primer sumando de la expresién precedente y
teniendo en cuenta la proposicién 5.4, la diferencia entre estos limites es igual

a
“+o0

tiny | (R (e2) 9 @3~ [ Rareca)! (@) do | = 0(0) =

— 00
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“+o0
= flir% Ry (e,x) ¢’ (x)dz — ¢ (0) =

— 00

—+oo

= —lim [ o' (2)dz — ¢ (0) =

0
=—[p @)~ ~»(0) =
=¢(0) =¥ (0) =0.
De manera que hemos obtenido el resultado siguiente
—+o0

lim [ [Riy (¢,2) — Rs (e,2)] ¢ (x) dz = 0,¥p € D (R),

b
— 00

lo cual demuestra que H' ~ §, cualesquiera que sean la funcién generalizada
de Heaviside H € Gg (R) y la funcién generalizada de Dirac § € Gg (R).

3. Teniendo en cuenta que la asociacién de funciones generalizadas es una
relacién de equivalencia en Gg (R) compatible con la diferenciacién, de la relacién
H" ~ H obtenemos (H™) ~ H'. Pero (H") = nH" 'H’, por tanto resulta
la relacién de asociacién nH™ ' H’ ~ H', cualquiera que sea el nimero natural
n=1,2,3,... Con esto queda demostrada la propiedad 3. y la proposicién 5.6
[ |

Definicién 5.3 (Solitones microscépicos generalizados).

Una funcién feneralizada 61 € Gg (R) se denomina solitén microscépico
generalizado si es una combinacién lineal de la forma §; (z) = -1+ H (x) +
H(—xz),z € R, donde H € Ggs (R) es una funcién generalizada de Heaviside.
Si Ry € Ej (R) es una funcién representante arbitraria de la funcién general-
izada de Heaviside H € G (R), entonces una funcién representante del solitén
microscépico generalizado §; € Gg (R) es la funcién Rs, € Ep (R) definida
mediante la férmula

Rs, (e,z) = =14 Ry (e,2) + Ry (e, —x) ,Vz € R,e € (0,1).

Proposicién 5.7
Todo solitén microscépico generalizado 61 € Gg (R) admite como aspecto
macroscopico la distribucién generada por la funcién localmente integrable
1,2 =0;
Sol (z) = { 0040 °
que no es otra que la distribucén nula 8 € D’ (R), definida por la regla
0(p) =0,Yp € D(¢).

Demostracion

En efecto, si Rs, € Ep (R) es una representante arbitraria de un solitén
microscépico generalizado d; € Gg (R), definida mediante la férmula

Rs, (e,2) = =14 Ry (¢,2) + Ry (e, —x) ,Vz € R,e € (0,1),

donde H € Gg (R) es una funcién generalizada de Heaviside, entonces para
toda ¢ € D (R) se debe evaluar el limite
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+o00 +oo
lir% Rs, (e,z) p(x)dr = liH(l) (=14 Ry (e,z) + Ry (e, —x)) p () dz =
+oo +o0o +oo
= li(r)n (=) ¢ (z) da:—l—lirr(l) Ry (e,x) p (x) dx—l—lin(l) Ry (e,—x) p (x)dx =
400 +o0 0
z—/ap(x)dm+/<p(x)d3:+ /(p(x)dx:
—00 0 —00
+oo +oo

= —/Lp(x)dm—&— /cp(ac)dx =0,Yp € D(R) .1
—0o0 —00

Proposicién 5.8

Si 1 y d12 son dos solitones microscopicos generalizados en Gg (R), entonces
estdn asociados.

Demostracién.

En efecto, para representantes arbitrarios Ry, , Rs,, € Ear (R) de los solitones
microscopicos 61 y 912 € Gg (R) , para toda funcién de prueba ¢ € D (R) se

tiene
—+oo
lim [ [R5, (€,2) = Rsy, (e, 2)] ¢ () dx =
_OOJroo
= 11II(1) [(71 + Ry, (6,:17) + Ry, (6’ 7:1:)) - (71 + Ru,, (6756) + Ru,, (67 7‘%'))] 4 (CC) de,

donde Ry, y Ri2 € Ep (R) son representantes arbitrarios de las funciones
generalizadas de Heaviside H; y Hjo, respectivamente. Entonces el limite

anterior es igual a
+oo
lim [ [(Ru, (6,2) = Ruy, (6,2)) + (Bu, (6, =2) = Ry, (6, —2))] ¢ () do =
,m+m
=lim [ [(Rm, (6,2) = R, (6,2))] ¢ () o+

—0o0

“+o0
+hgn (RH1 (67 7.%) - RH12 (6, 7:17)) ® (J?) dr =
-&-o;<>o +o0

= /(p(x)dx— /gp(a:)dsz,VgpeD(]R).l

0 0
Observacion 5.2
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Debe notarse que, aunque el aspecto macroscépico de un solitén microscépico
generalizado sea la distribucién nula § € D’ (R), un solitén microscépico gener-
alizado, en general, es un elemento no nulo del dlgebra Gg (R). El estudiante
deberfa reflexionar sobre esta afirmacién, teniendo en cuenta que la funcién gen-
eralizada nula en Gg (R) tiene por funcién representativa un elemento cualquiera
del ideal N (R) de las funciones nulas o despreciables de dicha algebra.

Observacién 5.3

Puesto que existen infinitas funciones generalizadas de Heaviside, también
existen infinitos solitones microscopicos generalizados (todos los cuales tienen
"altura" igual a 1). Tamgién es obvio que el producto f.0; de una funcién
f € C* (R) por un solitén microscépico generalizado J; € Gg (R) es una fun-
cién generalizada que podemos considerar también un solitén microscépico gen-
eralizado (de altura variable, igual a f(0) ). En particular, el producto de
una constante k& € R por un solitén microscépico generalizado d; € Gg (R) es
un solitén microscépico generalizado de altura igual a k, que denotaremos por
0k = ké1.

Pregunta de control.

,Forman los solitones microscépicos generalizados una subdlgebra del dlgebra
de las funciones generalizadas de Colombeau sobre la recta?

Ejercicio.

Demostrar que si §; € Gg (R) es un solitén microscépico generalizado, en-
tonces (5? ~ 01y, en general, §7 ~ &1, para todo niimero natural n > 2.

Definicién 5.4. (Solitones escaleras generalizados).

Dado un nimero real 77 > 0, se denomina solitén escalera generalizado
una funcién generalizada S;, € Gg (R) que tiene una funcién representativa
R € FEjr (R) definida mediante la férmula

Rs, (€,z) = Ru (6,7 +71) — R (6,2 —71),Vz € R,e € (0, 1),

donde Ry € Ej (R) es una funcién representativa cualquiera de una funcién
generalizada de Heaviside H € Gg (R).

Observacién 5.4.

De la definicién 5.4 obviamente obtenemos la férmula S, (z) = H (z + 71)—
H (xz —71),Yxz € R. Note que el aspecto macroscépico de esta funcién general-
izada no tiene una representacién grifica necesariamente simétrica con respecto
al eje. También se comprende féacilmente que el valor méximo de cualquier rep-
resentante de un solitén escalera generalizado S, es igual a 1.  Obviamente,
el producto de una funcién f € C* (R) por un solitén escalera generalizado
S, también es una funcién generalizada del dlgebra Gs (R); en particular, las
funciones generalizadas kS;, € Gg (R), donde k € R, son solitones escalera
generalizados del mismo tipo (pero su valor méximo, que llamaremos también
su "altura" es igual a |k| .

Pregunta de control.

,Forman los solitones escalera generalizados una subdlgebra del dlgebra de
las funciones generalizadas de Colombeau sobre la recta?

Proposicién 5.9

Dos solitones escalera generalizados S;, y S, estan asociados.
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Demostracion.

En efecto, si denotamos por Rg_ y Rs,  dos funciones representativas cua-
lesquiera de los solitones escaleras generalizados S, y Sr,, respectivamente,
donde 71 > 0 y 72 > 0 son nimeros reales prefijados, entonces cualquiera que
sea la funcién de prueba ¢ € D (R), se tiene

+oo
llin [Rs,, (6,z) — Rs,, (e,2)] ¢ (x)dz =
N o R R
st [ ST e Th) e
oo
+o0
—tim [ [Ra (.o +70) ~ Ry (6.0 + 7)) (&) do—
oo

—hH(l) [RH1 (€,$—T1)—RH2 (6,.13—7'1)](,0(%)(1.%‘:

€—
—0o0
=0-0=0.
ya que las funciones generalizadas de Heaviside H; y Ho estdn asociadas.ll
Proposicién 5.10

2
S2 ~ S,

Demostracién.

Si una representante arbitraria de la funcién generalizada es la funcién
Rs.. € Ejp (R), entonces R?gn es una representante de la funcién general-
izada S?, € Gg(R). Pero Rg  es una funcién de la forma Rg  (e,z) =
Ry (e,x +71)—Rp (6,2 — 1), luego R%H (e,2) = R% (e, +71)—2Rpy (6,x + 71) Ry (6,0 — 71)+
R% (e, —11). Por consiguiente, para toda funcién de prueba ¢ € D (R) se
tiene

T1

+oo
i [ [R (e2) = Rs,, (.2)] o () dw =
T B 1)~ 2R (e 4+ 1) Rt (=)
T 6T +T1)— H (6T +T1 g€, —71)+ .
_ELH(I) [+R§1(e,x—71)—RH(e,:C—f—Tl)—l—RH(e,:r—Tl) o (@) dz =
+ooC>O +oo
= /cp(x—i—Tl)dm—Q/RH(e,x+71)RH(e7m—71)cp(x)d:c+
0 —00
+o0o +oo +o00

+0/g0(x7'1)dm /go(m+7'1)da;+ /(p($*7'1)d33:

0 0
—+oo

“+o0
:—2/RH(E,LC-I-Tl)RH(G,LU—T1)<p($)d$+2/g0($—7'1)d$:
—o0 0
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+A(e) +o0
=-2 / Ry (e,m—l—Tl)RH(e,x—Tl)ap(x)da:+2/<p($)dx =0,
—A(e) 0
En consecuencia, la funcién generalizada Szl estd asociada con S, .l
Ejercicio.
Ejercicio.

Dados los ntimeros reales 71 > 0 y ¢ > 0, demostrar que son vélidas las
siguientes relaciones de asociacion:

1) Sy (x—ct) S, (z+ct) ~0;
2) S;, (x+ct) S, (v —ct) ~0;
3) SL (x —ct) .01 (x);
4) S, (x4 ct).61 (2),

donde 07 (x) es un solitén microscépico generalizado.

6. REGLAS DE CALCULO CON ESTAS FUNCIONES GENER-
ALIZADAS.

En el cédlculo con las funciones generalizadas juega un importante papel la
asociacién de dichas funciones, sobre todo cuando tratamos de investigar las
soluciones generalizadas de los sistemas de leyes de conservacién. En efecto, si
por ejemplo intentamos buscar una solucién singular o generalizada para una
ley de conservacién escalar de la forma u; + f’ (u)u, = 0, cuyo fluyo f es un
campo vectorial suave sobre la recta R!, entonces lo que tratamos de hallar
es una funcién generalizada u (¢, ) en el espacio de las funciones generalizadas
Gs (R2) (o al menos en Gg (R4 x R) | ya que en las aplicaciones la variable
t juega el papel del tiempo y normalmente se considera que ¢t > 0, donde las
restricciones a estl semiplano de las funciones generalizadas sobre R? se definen
de manera natural) que al ser remplazada en lugar de la variable u que figura
en la ecuacién de dicha ley de conservacion, satisfaga la relacién de asociacién
ur + f (u)ugy ~ 0.

En los calculos que apareceran al operar con dichas funciones generalizadas,
de manera natural se hard necesario sustituir sus derivadas y sus productos
de distinas funciones genralizadas, muchas de las cuales son ejemplos de los
que hemos considerado anerirmente, como las funciones generalizadas de Dirac,
Heaviside, solitones microscépicos generalizados o solitones escaleras general-
izados. Al operar con dichas funciones genralizadas es tener presente que la
multiplicacién de funciones generalizadas no es compatible con la relacién de
equivalencia de la asociacién, si bien los operadores de diferenciacién son esta-
bles para dicha relacién de equivalencia y el producto de una funcién suave por
una funcién generalizada estd siempre definido como una funcién generalizada.

Teniendo en cuenta estas considraciones, podemos pasar a la ltima confer-
encia de nuestro cursillo, en la cual desarrollaremos los ejemplos de aplicacién de
esta teoria a algunas leyes de conservacion conocidas, lo que servird de modelo
para otras aplicaciones de mayor complejidad y envergadura.
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